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Ausgewshlte Kapitel der Theoretischen Informatik Fachhochschule Wiesbaden
Sommersemester 2010 Prof. Dr. Steffen Reith

1 Random-Access-Maschinen

Die Random-Access-Maschinen (kurz: RAM) sind ein mathematisches Modell fiir reale
Rechner. Eine RAM besteht aus einer Steuereinheit, aus unendlich vielen durchnumerier-
ten Registern RO, R1, R2, ... und dem Befehlsregister BR. Jedes Register kann eine
natiirliche Zahl enthalten, wobei sich die n Eingaben am Anfang in den Registern RO,
..., Rn befinden. Alle nicht benutzten Register enthalten zu Beginn 0. Das Ergebnis wird
am Ende in Register RO abgelegt.

Folgende Befehle sind zuléssig:

Befehl Wirkung

Transportbefehle

Ri + Rj <Ri> = <Rj> <BR> = <BR> +1
Ri «+ RRj <Ri> := <R<Rj>> <BR> := <BR> +1
RRi < Rj <R<Ri>> = <Rj> <BR> := <BR> +1
Arithmetische Befehle

Ri «+— k <Ri> =k <BR> = <BR> +1
Ri «+ Rj + Rk <Ri> = <Rj> + <Rk> <BR> := <BR> +1
Ri + Rj - Rk <Ri> := <Rj> - <Rk> <BR>:=<BR> +1
Sprungbefehle

GOTO m <BR>:=m

IF Ri = 0 GOTO m <BR> := m falls <Ri> =0 <BR> := m sonst

IF Ri > 0 GOTO m <BR> :=m falls <Ri> > 0 <BR> := m sonst

Dabei bezeichnet <Ri> den Inhalt des Registers :.

Gegeben sei die folgende RAM:

0 R3«1

1 IFR1=0GOTO5 falls <R1> > 0 fithre Schleife durch
2 R2+ R2+ RO addiere x zu <R2>

3 R1+ R1-R3 dekrementiere R1

4 GOTO1

5 RO+ R2 Ergebnis nach RO

6 STOP
2 Aufgaben

1. Simulieren Sie die Wirkungsweise des oben angegebenen RAM-Programms fiir die
Eingaben z = 5 und y = 3. Geben Sie an, welche Funktion durch diese RAM
berechnet wird.



BR RO Rl R2

— Steuereinheit — — —

Abbildung 1: Bestandteile einer Random-Access-Maschine

2. Entwickeln Sie ein RAM-Programm, das die Funktion ggT(x,y) berechnet (ggT =
groBter gemeinsamer Teiler).



Ausgewihlte Kapitel der Theoretischen Informatik Fachhochschule Wiesbaden
Sommersemester 2010 Prof. Dr. Steffen Reith

1 Turingmaschinen

Eine Turingmaschine (kurz TM), eingefiihrt von Alan Turing 1936 in seiner fiir die In-
formatik zentralen Arbeit ,,On computable numbers with an application to the Entschei-
dungsproblem®, hat die folgenden Bestandteile:

e Mehrere (k > 1) beidseitig unendliche, in Felder unterteilte Binder. In jedem Feld
steht ein Symbol (Buchstabe) aus einem endlichen Bandalphabet 3. Das Leerzeichen
(] € ¥ deutet an, dass in diesem Feld eigentlich nichts steht.

e Ein Lese- und Schreibkopf fiir jedes Band (kurz Kopf genannt), der sich von Feld
zu Feld bewegen und den Inhalt des jeweils betrachteten Feldes lesen und &ndern
kann.

o Fine Steuereinheit, die sich in einem der Zustdinde aus einer endlichen Zustandsmen-
ge Z befindet, Informationen iiber die von den K6pfen gelesenen Symbole bekommt
und deren Aktivitaten steuert. Es gibt zwei besonders ausgezeichnete Zustiande: den
Startzustand und den Endzustand.

Eine Turingmaschine arbeitet taktweise und kann in Abhéngigkeit
e vom gegenwartigen Zustand und
e von den durch die Képfe gelesenen & Bandsymbole
gleichzeitig
e einen neuen Zustand annehmen
e die k£ gelesenen Bandsymbole verdndern und

e jeden der Képfe um maximal ein Feld bewegen.

Das Verhalten einer Turingmaschine in einem Takt wird durch die (totale) Uberfiihrung-
funktion

§: Zx X% = Zx¥*x{L,N,R}*
festgelegt. Fiir z € Z, a4, ...a, € X beschreibt

§(z,a1,...,ax) = (2,a},...,a},01,...,04)

das Verhalten der Turingmaschine im Zustand z, wenn sie auf dem Band ¢ das Symbol
a; gelesen hat und dann in den Zustand 2’ iibergegangen ist und auf Band 7 das Symbol
a; geschrieben hat. Dannach wird der Kopf ¢ nach links (L), nicht (N) oder rechts (R)



Steuereinheit

Kopf 1

- O el [ {11 [ [s]0[d[O[0[0[0]o]0[d]o] --- Bad:

Kopf 2
O LTI P [ I][af--- Bandz
Kopf 3
Ol TP P DT []]af - Bands
Kopf k

S ] I O N O I T iy S0

Leersymbol

Abbildung 1: Bestandteile einer Turingmaschine

bewegt. Der Startzustand ist zp und der Endzustand ist z;. Die Turingmaschine beginnt
ihre Arbeit immer im Zustand zy und findet die Eingabe auf dem ersten Band. Dabei
befindet sich der Kopf fur die Eingabe immer ganz links auf der Eingabe. Die TM halt
(stoppt), falls sie in den Zustand z; gelangt und schreibt die Ausgabe auch auf Band 1.

Es ist folgende Aufgabe zu losen:

Erkenne ob die Eingabe ein Palindrom ist, d.h. ob die Buchstaben von links nach rechts
gelesen das gleiche Wort bilden, wie von rechts nach links gelesen. D.h. wir sollen ein
Turing-Programm fiir die folgende Funktion angeben:

a, falls z ein Palindrom
b, sonst

palindrom(z) =gef {
Idee:
e Merke Buchstabe links im Zustand und lésche ihn

e Vergleich mit Buchstaben rechts:

— Wenn die Buchstaben nicht iibereinstimmen, dann alles 16schen und b schreiben

— Bei Ubereinstimmung letztes Zeichen léschen und ganz nach links wandern.
Dann diesen Prozess wiederholen.

Die Zusténde haben die folgende Bedeutung:
z,: Buchstabe a gemerkt

zp: Buchstabe b gemerkt



z,: Ein Schritt nach links und a testen
z;: Ein Schritt nach links und b testen
zp: Startzustand, d.h. ,Merkprozess® starten
z1: Endzustand
~zy: Test positiv, d.h. nach links laufen und Prozess wiederholen
z3: Test negativ, alles 16schen.
Nﬁn geben wir eine Turingmaschine M = (X, Z, f, zy, z1) an, die das Problem l&st.

o ¥ ={a,b,0}

—_ / ! n
Z = {Zaa Zbsy Zg» Zba 20,y 21y 22, 23}

f Siehe Bild 2

Zo Startzustand

z1 Endzustand
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// leeres Wort
// a merken nach rechts

// b merken nach rechts
// nach rechts, a gemerkt
// rechtes Ende gefunden
// Vergleich positiv

// Vergleich negativ

// War Palindrom

// Nach rechts, b gemerkt

// rechtes Ende gefunden
// Vergleich positiv
// Vergleich negativ

// War Palindrom
// Nach links und

// neuen Vergleich starten

// Band l6schen und nach links

Abbildung 2: Ein Turingprogramm zum Erkennen von Palindromen



©

A% Deder unncs besele %GYCCLJ&U% o

Tor da Redewzet sives ol ficouas s chew /da@mlmm \L]f)s
shrebon wir DTME (s 266 ) el felr e Sf)&,‘cfw(ﬂobfg
/DSFPSCE (M ?{u"é/RW>

b ole Theorediscew (ufarml.’:{L wade  fresouclus ole
A(SOILJ'(&(M?M er TH wadd QAH ’Duwﬁuc,(e,él ole Sce scele

Luideb aualy;m losso. Mot : Eiue wdl Meb baol - THs
gl wit (e Losburen ) &qaaéa bouod o (wsy selueb-
bovew ) ; ;‘wsaaée bowl.. |
Wird  Lowe m@&tswigb Tet berecluet  so pcndl ol Avjaweué
e a%abe boe  oerce ton Sresouokres Tt'euus]ué@(
(2.8, , oda *) Loueua: fe 5@»(;%‘{,

S@L N L na (.HCLU/ (OCUA(\L) TH MO( X —@t:w; &q&QéCCMSZCmZI

OLCU&\JL Auz. ofer Tolle ven M | bl &M(ja%
DT(MEH (7():0&{: X ) %]Q,{fs H Swl@rf‘é

{,(mjln(. ) SQuS%

/A\MZQ,(L( 0[2} Vot M fﬂ,sucu&w
T&lel@' l’m &M&&,La R {ﬁus M 540‘71':

Uvucle.;. | Seu.sf

DSPACE 1 (%) =OLL¥

Do - wer | HMew vuwdeu\_} arel T ol dJ’eé wacld

\Me)«_r veruseuolet .



Ks_f_t Su A=20"A° 14208 ¢ 204" oo la olos
\De({ Pm{o‘em Vow A OI«L'-JO(/\ fQ{&&,cJe, /l’%cwol, TW %J&c&ieo[eu
(,i)c&cleu:

C/ ?{&,Jci 0(7 Lowe O (7‘60(4"(9 Vo £ wer /{ Slctcf

Ll/ w)ecjév Lg{g SC!A"U“' f;“b) 50(&0.8{ !A@CL.. I;LML O (;4_9_9_{ A

Cu&g dew. Bond skl
iy, Shtide e O und Loy A
Lv) Falls  Oew @JQL& /{G,LL a‘or«& (o!ecfeeq} Jum‘

Sdaebe O <§ oz,[o!e/ifm&u> mf das @uw(, Soust
A (¢ m(AZCF‘kt}U&)

?ZCJ f)to(clf& /[;wa gz)u(csc{bclc‘lhaé :

C/ OLa)
w, 0w } Schleife wird Ol ~ef cleurds facfer,
(o, D)

= Yelole Reclcerczet OCJ)

= Ae DTINE(w?)

&L{L Q" %uwoﬂ HO{SCL«L% ﬂ/edojﬁ o[,w leu}gaée Lw
Zut  Ow.
Plule @uicur‘g'- Olw) , Al ke DSPACE(w)

D‘ia Ld&hwés Fa Jl,uuﬂ Pou /f’%auc{ ,(Wp,[ ﬁd,w [ocmei Wuso[/céues«
o dew sl lantua



‘SQAZ} S& tﬁh‘) 7/“} d&uw llCLLLU./ dAOéL Halnré%@( T” M
wk DIMER (£) vore siun ABowd TH M in
’DTmEHc()f?ﬂtl)) simliat  wadew,

Rosas: M hebe b Bowlr | dow wid N e
j@lsé Loushuwiat
il S{womt af hie B o hlodke
s K‘srhm‘h‘weq {M‘W‘{Q&\waud@') zdwmf
Jimce i Souda zecken (2.8 #),
S Sducll vow M Sedueet wi | olass M

JOLS %&S%wwﬁé %Cwoé O&L’C/L«./OU-LJ—LR mgs/ L
Otﬂf, -AWORVJW«SEU, (‘)&d(‘i&. Zu DCcl‘ueu, (%QL\AOLCW(AWMLI

Mz@()\g \)os(,‘k\ auem)
H : . {r H"»
P
IR AT | oof
S 3 Wt S#E/l ioigl#\g\b o [#]
T \Eﬂ alblblo

9 G Simloousscacd ,&wév[«‘(gé O(4w) Za%)
algo /g{;r[%c'i&é Jéjewu&mk Zet O(tZ(M). #

%UM‘, D@? ﬁt’%‘{, SM*’Z Z&’%{, sicle vagﬁ @Ct /ﬁé) DﬁkéeSsem,




®

/f, (‘I, ,\jfo(d CQU{Q’\UA\U-»LS L(\Sc,‘q, &(Cclkhutjeu

Be i cbomminisbisden TIT o weriwal gl Nocl folye sk
L b:m %erechb\uvl%) (.«94:6 O'(Lib L‘Zbﬁlfv‘:txrdxnss f(aﬁ 26{36:
§: 2x L — ¥ TrlL, R, 0%

e R

wéaf((;oha, ILOPMMBW
Hmeé;; ok, Zosteude ( kvbets) cJ(al«q,(ac{’ ’
ew. LX. oyl paeksese Mo -

%&(, Wo&\ld»)(&w@ms)’-&‘&‘%% @Ueci«l/wu
[Lsere Miof)ife;w.

;la(&asckﬁkf b oke TH mzmsé N
> DOTJJ&EOILL“MCLALO(L{-@%LLA\&}J'\‘SGLL (Bewe,c,tmuuj adslelt e Borw,

! Bereduo vz&& baw,

o Sturt

5 AN
1 t | A\ “‘1\\0‘0
e '

¥ é Qw%n‘? u
uD&lﬂ\ wostische TH

Slort

| g :
! l .

i abl & clblebuex
abl akz £ Q,k%e[a{%mu

Nicket elefes waduis Rl TH

DCe/ Héslf&h@f zZor  (weekr Fud«euB dewﬁ‘“& m?{;[of
e Uows pitlorungs fhit |
$:2x7 — F(TrZr LLRNE)

/4

?9 M%wwgf_



Selwon M aive widdduts TH ol x i Sugobe tushose,
Hox!wale Auzell vou T aletece

] cllewe Berechuougs plocles ['SzHS’l T

WH:& &w&u‘oe x \S ()(F ) ‘Fa( eﬁ)
| SQuS*Z;

ol
L\]TIHEH(X\’@Y[

L U.MQLE,
Mostuale Auzall s M Aeswolden

NSPKCEH (x) ’eb& _'Fe,lclew, {»CLUS | g\l@ﬂ){; it &‘t«aaé)e X
); uuc&vt, Sousﬁ‘

Weuy
xel 6&3 Jz (Mixiz)=4) ) Lo be
Resolot wore M bu Eugabe x
M(x1%) g o ouf olew Plookz | fulls I kel
Luwb}, Seust

Jeolelr) ole far s sele(r) Algerccuws / Mouscliue
Lot lackt olet. Ala&@ikmus /N&sdm’mz (Dom 8/&"0&&4

Bewm:
Tgf)
vjm ’eweu{{@‘rw»-l“ O‘M—?C/L.
jlud\m‘r Muwmf

P
RAM s ¢ webwer %cgaua wit
3@ — s{ofﬂ'cs; E mm ’Iée}iu[e ot
ST ST I i Aok Stk

- THs
L\L‘OQM 34,‘51&...;8‘4 ?L){‘,&b ‘S-’\ISL\..-l "



Se, £ IN> ”\)} C[;Uuu«u Xeé
DTINE(E) © NTIHE(#)  wel
DPACE (£) ¢ NSPACE(t)

j)_r_q Po&ﬂ%ou, !

lex: {ads [dasse

ﬁ&ﬁmd’&f}@“{‘/& %CZ}QJ&U»‘S{’,\& ZQ{SJ&M M,QWI)

@LZ: Se. £Lu37/k) Ao %«@é
NTIME (L) © DTiME (2 °747)

Ceo T et wicdolel. TH | olie e 2t Tiwd
acbecet T &M%QQQ 10 3(3‘&%{; M sewew KG"@C&MUH@&
boms oo Tleé{, £ L () o,wi[, Wobee h=lwl.

- rE(’MLw_\AMO('U& 2 . SL’J'(‘L&-J“\QU., ol. ZQI‘QQ(«WJM& ) / Ol«L,

ZU&‘QMCL' lu‘«&ll{’, O( Bahdﬁr u, “@fg(
Fosb\kwe)« ( Smseu%uk _@Q‘*f}{sumﬁ‘@ha)

%e,we%é:

~\mzm6w6e.,3 wecked olet, (Dol Médl;oaw@

Se. T L. Al Tf’{ , Ao olew Eerwttwmas bowere,
Uiotew /fz,:; Kuotere  lous hucat ek u_ew(‘, oy, o;ch,

uwhmm Suct (%954\ Bieibem sucle. )



2

NI b o[ﬂ ek, Uﬁzm&wss gwul Jw@erc&mMSs (dezqus
,L}S!Da S Sk vew frwa L{Gblﬁt oredion 2w Liwyr wecksten
donat  weex. O( twy) [ 2efschrante o el oot . Eevcol«uuug))

o(twy)

Q(LL J,u (X&Qmw‘i{, Rco‘«&uz&{: /(NLMB‘E OU;U«*))‘ a?)

o) #

= 2

Sk Se twyrw, du 84&5

NTME (te)) ¢ DSPACE ()

&%_ Dessnde olie Siwe ludion ans bllu. Bewss, obu
dar Berechiuvngs boue wirdl Mum e (iefeucsvelie olewsels -
wostat
Pladebeclor] :  Uowfigorsbione fukit OCtas)
%HS(MQLKJ Placl 2or cbobellen

M‘“h 15%04\5& OC£wyy)  (Plad
t Lwg  b-udre Lolu| y[ﬂ Lﬁthau ¢ 404))

=P SP?.«,@LD‘@COLOU% 8€3qu; D (tw)) #

::Ed(gj_(‘i%ﬁ Se. )y h, oloun %(Cé

DTE (£e)) ¢ DSPACE (£

Sek:i  Sel s ¥ [osh oo 3”&

u»
DS?»A{CE(S(_M>) ¢ DT(NE( Q/ O(stuw> >



Mgz See M siwe TH et Tlab (oeofav} s, kuzeld vou
%u&{&b‘cle,u\ 0” AMZCAU Vouw %&b\ddru_ [L M(}L Clag,
(A—}be;&saj{)l«&,{oc{? hebe r Buckslabew.

e ’DWG‘L‘[;’“’# Mose Ll _@“(Pwrau(w'ou
sorenon
de,umﬁj o e ,&t{émo&{ sccle HU dw 2l war

,&«M@s&uﬁaﬁ Do M e SPYQOL.L ?/wfsdmioé/
&,Cum (‘/LLCSC giﬁu&‘!'iow (Mch‘ bor lA.@UA‘MGk

5 Recewzat bu i QL)U&MZ(; "
LF Maofipuekove b Sigabe luge
L # Rustonle -
# m;&kdm uar{rosié{w&q owf ol &maaée bewol -
H woglide krbedds boud tuballe -

# Mofgiaos, CLu,V[ olasc htbects bawdler

= 0‘ (n+ 2D -(rg“““)k : (sm\y'

i
Bluwks

QJ@(SLM) fe,ﬂs S 7 /rka 4 #

i

|
Sy = bUaawB > Sob hncare Lot %

ngx:'. Some FUE {/! -> N [A.u;yé Fowdan {/(ﬂus\*rum%ar/ %«lls
?{Ul@ {oCo(wrél {UXI > Lu:c{:

Ecuw. Alle ul\lufc/(«&u. Fliew  wie u, ul‘,(keihﬂ, (@31.,\’ n. I@\Sw
W
iy Soud t’wlwusl&w)ubah



&

§uj§ See scwbwasn ot houshuia bur elav 8&6&

NSPACE (st & DTME (2 OCscm))

Beus : T}edwsucu Lu(uﬁg{ lho wcchd ole oha Bere&mjg_
lo o Alm, T}eft Dow s 2w Q;OC&M\) L(ulé
olstny)
=D ’ZQL‘;'[OQO(MYS;: 22

M Se. M L wookd ot TH wwt Tle b Bufw& g
el M e TH  dhe olic RM b@us{,miu@av{mﬁx{'
%&r&ui‘\t(ﬁ‘t

M@us\'}%ﬁ% ww ok, TH N olae C(u/,f Q:MESQ,(?\? L, b= Wl
e fo‘x&' &r&?&iéc‘é!

v Mor biwe s Beueol zellew MF hrbeofs bawdl 4
\RC\ SCW‘#‘MCOM Vouw Hl

L, Scluelbe alle uw(fliﬁmmw Do M m“f Baue &

vity o biere Start LWFES ot

o, solony & wod voke Voufigurnbises bt
wneoley bole v, vumol ve,

v,  Sec U olie wsk ok L(akf&%mk@a. Hor kiae
2 W‘l"” onecbur b 2iuweu Sl

VL/ ......

Aot
\/l;(;} —JF—CL”S Alane od,«)&_ gua(kokpﬁ(j W&r(u'i’—r& L\s'é/

So Q(A)%erhe}ﬁ, s@usﬁ /ZL{M»(L ccé.



2@%&1@4 vou. N:
Die Auzall du Sdefecclnde fufe iv)-vi) wt
duscle ole Auzall b Ltou[bss Lseschasult, ole
b geden Scucht tone Mou‘f’-«% cd@im gﬂf&rtﬁ wsirol
5 # S&f&&y,%c&(@;f& ¢ ) OLse)
Shuit | 2o bedark brouck

2 WML _
Loy O’)Jocsm) . 0(5(u)> # ﬂok@s . S'CL.,‘Y‘QLLW A

by O(SC‘A)) ale Techew

v, (;Zocsu‘\‘; ‘ O(Su&)

vj 029(,50435 'O(,SGA)

Vi) Q)OLSU«>§' D(SUA3> j
v 2 0Cs0» . O slud)

Sl OCso)
=D ZEHMOJ[? QO(L\\)- D?/ c

gal(s- SU 7 feja (SCO) ¥#

gq“t (Sh{% Vol SWNO{'Q! Sw sy /& PR X T {A@usiwiukw}
douw %LU:
MSPACE(sea) & DSTACE (Lstd)?)

Resus:  Su T bie widdded, T wit Pk beclarf s
W wad (W= u ol Quaa{a@. vou 11,
Dee \Qs{%euie. sebussive  Prozeoles skt ol
V\@ut—dé t(..z_ Yo, (1 wnl W s M@ufié l(,,

o L Q{' Seleriflene ah‘{ic(«bw M‘é



ID‘JQ[ }lfH'CLDL-bUF (. M“ iy ,’&)

)% U\ £(== {ng !i[ ( V.JJ ﬁbllx &{’{rafx‘a}' M&c&fm{egu Vot l/w,{n %
*’}-2,‘5-&3&} ‘é”?iiﬁagj

§ fseif (£=20) L
Aot %&f&cé

 alse ]

{’l@ ol ( L{W(%&c\wd«guew Kw?ubéﬁdw?f s) 4
}‘E ( meccklor (e, I, t-4) R& pyvtickbac (W Iy, t- £)) 1

pefese true,

|

§
/]“Dl\&ﬂu /{&!Sfi .

} h‘)“’-\ble/ Wd- ““'—»

Se. MO A S\(aﬁ:!{euﬁiéu}cﬁkam voi |1 Aot Ole[i\},
co dass Q,d'su‘7 olosr Rﬂmb&o‘m@ pou. M,

Defuie. ok T Nisee folyt
E%\A&Q{’JQ LO' =134

Q@T el (oJxZ o Surm&«@uew '8 Dok H el &“dc“’t Lo
widk Plak beolorf 500 )4

‘l; { arveidelowr (l(e‘ w, o sw)) %/
t
§

’T‘d‘“«%i«\, f{za(sﬂ ,



Auc@]v\se s Placky @w(cwfs o N
N

o D b ol Voriablen LK Uy wed € speichunc it Plak

A{d&rs OCSLME)
o Relorscous hefe )@chéo{: o swy = Olsw)

= qu,w“ld' ?[&‘2 B&o(a rliz ' O ((5(“‘))Z> #

Nuw  sollew S(chmi(e, ({m(ﬂexz@&& hlossew D&Vuudd{ waolew !

D’E:LV;

. L=014 DST”&CE{NE,\M‘)
. NL=ag NSPACE Clogs)

- P=ag DTME ( w®)
B ag NTME (0 °)
- PSPACE =wp DSPACE &;}W*) . NSPACE ()
. ExPewg DINE (")

olH

L NEXP 7wy NTIME( Q")

Suke v. Savikele

Dol mXL{; pece olas fefsmola Ju klusiows o{éaagamw(:

Ex?P
|
TSPACE

S



Ausgewihlte Kapitel der Theoretischen Informatik Fachhochschule Wiesbaden
Sommersemester 2010 Prof. Dr. Steffen Reith

1 Die Gédelisierung von Turingmaschinen

Aus technischen Griinden wollen wir Turingmaschinen in natiirliche Zahlen umwandeln.

Sei M = (%, Z, 6, 20, 21) eine 1-Band TM mit ¥ = {ag,...,a}und Z = {2, ..., 2}, dann
kann man die Ubergangsfunktion ¢ wie folgt kodieren:

(5(2’1, aj) > ,(Zil, a;, O')
wird zu

#4bin(i) #bin(j)#bin(#)#bin(j') #bin(m),

wobei
0, fallso=1L
m=< 1, fallso=R
2, fallsoc=N.

Dabei ist bin{z) wieder die Binérkodierung von z. Die Befehle unserer Turingmaschi-
ne schreiben wir in einer festgelegten Reihenfolge auf und bekommen so ein Wort iiber
{#,0,1}. Nun kodieren wir

0 ~ 00,
1 +~ 01 und
# — 11

Die so berechnete Zahl nennen wir Gédelnummer® der Maschine M. Die Konstruktion
verdeutlicht, dass fiir jede beliebige Turingmaschine leicht ihre Gédelnummer berechen-
bar ist. Ebenfalls einsichtig ist, dass man auch aus einer Gédelnummer leicht wieder die
urspriingliche Turingmaschine gewinnen kann. Weiterhin kann man sich leicht iiberlegen,
dass nicht jede natiirliche Zahl in binérer Darstellung eine Turingmaschine beschreibt.
Dieses Problem kénnen wir aber relativ leicht reparieren. Sei M eine beliebige aber fest-
gelegte Turingmaschine, dann sei

M- M, falls w die Gédelnummer der Turingmaschine M ist
v e M, sonst.

Mit der Gédelisierung (= Kodierung einer Turingmaschine durch eine Gédelnummer)
haben wir erreicht, dass eine Turingmaschine die Eingabe einer anderen Turingmaschine
M sein kann, d.h. die Turingmaschine M kann Berechnungen durchfiihren, die bestimmte
Eigenschaften dieser Turingmaschine testet. Mit Hilfe dieser Idee definieren wir

Definition 1.1 (Spezielles Halteproblem)

H =4 {w € {0,1}* | My, hdlt mit der Eingabe w an}

1Gédelnummern sind nach dem 6sterreichisch-ungarischen Mathematiker KURT GODEL (*1906 in
Brno (Tschechien) - 11978 in Princeton (USA)) benannt, der Gédelnummern in der Logik einfiihrte.



Beweis: Angenommen H wire entscheidbar, dann wére die charakteristische Funktion cy
mit Hilfe der TM M berechenbar. Wir bauen nun die Turingmaschine M in die Maschine

M’ wie folgt um:
M

start 7 M - > Antwort==0? " stop

———

nein

Damit ergibt sich die folgende Situation: Die Maschine M’ stoppt gdw. M die Antwort
0 ausgibt. Berechnet M die Antwort 1, dann gelangt M’ in eine Endlosschleife und halt
nicht an. Sei w’ die Godelnummer von M’ dann gilt:

M’ mit Eingabe w’ halt gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

M mit Eingabe w’ gibt 0 aus

CH (’LU’) =0

w ¢ H

M, hilt bei Eingabe w’ nicht an
M’ mit Eingabe w’ hélt nicht.

Dies ist ein Widerspruch zu der urspriinglichen Annahme, d.h. die Annahme war falsch
und es kann keine Turingmaschine geben, die die charakteristische Funktion cg berechnet.
Damit ist das spezielle Halteproblem H nicht entscheidbar. #
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Fachhochschule Wiesbaden
Prof. Dr. Steffen Reith

Ausgewihlte Kapitel der Theoretischen Informatik
Sommersemester 2010

1 Die Klasse P

- Es sollten unterschiedlich effiziente Algorithmen beziiglich ihrer Laufzeit verglichen wer-
den. Dabei gibt die nichste Tabelle die reale Laufzeit in Abhéngigkeit zur Anzahl der
notwendigen Prozessortakte an. Angenommen wir ein 1 MIPS Rechner.

Takt- Objekte n
Anzahl 10 20 30 40 50 60
0.00001 0.00002 0.00003 0.00004 0.00005 0.00006
" Sekunden | Sekunden | Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
0.0001 0.0004 0.0009 0.0016 0.0025 0.0036
" Sekunden | Sekunden | Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
0.001 0.008 0.027 0.064 0.125 0.216
n Sekunden | Sekunden | Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
0.1 3,2 24.3 1.7 5.2 13.0
" Sekunden | Sekunden | Sekunden Minuten Minuten Minuten
0.001 1 17.9 12.7 35.7 366
2" Sekunden | Sekunde | Minuten Tage Jahre Jahrhunderte
0.059 58 6.5 3855 2108 1.3-1013
3 Sekunden | Minuten Jahre Jahrhunderte | Jahrhunderte | Jahrhunderte

Es zeigt sich, dass Probleme, die in polynomieller Laufzeit 16sbar sind, auch praktisch 16s-
bar sind. Probleme, die lediglich Algorithmen mit exponentieller Laufzeit besitzen, sind
hingegen praktisch von (derzeitigen) Computern nicht 16sbar (auch bei mehr Hardware-
einsatz). Ahnlich kann man die Eingabelinge angeben, die eine schnellere Computergene-
ration gerade noch in einer Stunde bewéltigen kann:

Laufzeit | mit heutigen | mit 100mal schnelleren | mit 1000mal schnellern
Computer Computer Computer
n ny 100711 10007’l1
nd Ny 4.64n, 100,
n® N3 2.5n3 3.98n5
2n ng ng + 6.64 ng + 9.97
3" n ns + 4.19 ngs + 6.29
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2.3 Entscheidbarkeit, das Halteproblem und der Satz von Rice % @

nicht semi-entscheidbar sein kann, da Hy semi-entscheidbar ist (fiir eine Eingabe w simulieren
wir einfach die Maschine M, mit dem leeren Band als Eingabe). Mit Hilfe von Hy wollen wir
nun den Satz von Rice zeigen:

Satz 2.25 (Satz von Rice) Sei TM die Menge aller Turing-berechenbaren Funktionen und
sei S C TM, wobei S # 0 und S # TM. Dann ist die Menge

C(S) =qet {w | die von M, berechnete Funktion liegt in S}
unentscheidbar.
Beispiel 2.26 Sei S = {S | f ist eine konstante Funktion}. Dann ist
C(S) = {w | M,, berechnet eine konstante Funktion}

unentscheidbar, d.h. nahezu jede (semantische) FEigenschaft von Turingmaschinen ist nicht ent-
scheidbar! .

Beweis: Wir benutzen die iiberall undefinierte Funktion 2, die durch while(1); /* h&lt fiir
keine Eingabe */ ,berechnet® wird.
Fall 1: Sei Q € S. Da S # TM gibt es eine Fkt f € TM\S. Sei Q eine TM, die f berechnet.
Wir ordnen nun jeder Gédelnummer w € {0, 1}* die folgende Turingmaschine M zu:
angesetzt auf Eingabe y, ignoriere zunéachst y;
verhalte dich wie M,,;
falls M, halt, verhalte dich wie @;

Die TM M berechnet also die folgende Funktion f

= Q, falls M, auf leerem Band nicht stoppt
| f, sonst

Wieder ist die Abbildung g, die w die Maschine M zuordnet, berechenbar und es gilt sogar:

M., stoppt mit leerem Band
M berechnet f
die von Mg, berechnete Funktion liegt nicht in .5

g(w) & C(S5)

w € Hy

R R

und

w & Hy M, stoppt nicht mit leerem Band
M berechnet €2
die von Mg, berechnete Funktion liegt in S

g(w) € C(5)

44l

Damit haben wir gezeigt, dass Hy <m C(S), da ja gilt w € Hy gdw. g(w) € C(S). Wir
wissen schon, dass Hy aufgrund von Lemma 2.16 nicht semi-entscheidbar sein kann (da Hy
semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist). Also ist Hy erst recht nicht entscheidbar
und damit auch C(S) nicht entscheidbar.

Fall 2: Sei Q ¢ S. Zeige véllig analog Hy <n C(S5).

In beiden méglichen Fillen haben wir durch eine geeignete Reduktion gezeigt, dass C(S) nicht
entscheidbar ist, wodurch der Satz von Rice gezeigt ist. #
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