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1 Einleitung

In [Sch85] wurden ,, Low- und High-Hierarchien“ innerhalb der Polynomialzeit-
hierarchie untersucht. Vereinfacht ausgedriickt werden dabei die Mengen als
»High* bezeichnet, die, wenn sie als Orakel einer Maschine, die eine Sprache aus
der Polynomialzeithierarchie entscheidet, verwendet werden, zur néchst héheren
Stufe in der Polynomialzeithierarchie fithren. Formaler ausgedriickt:

. A
High? =,.; {A€ NP |X, , C(Z})}

Offensichtlich ist es dann auch sinnvoll ,,Low-Mengen* zu definieren zu denen
diejenigen Mengen gehoren, die die Berechnungskraft der Orakelturingmaschine
nicht vergréffern. Formal ausgedriickt:

A
Low} =,; {A€ NP | (%,)" €}

Nun liegt es nahe, eine entsprechende Definition von ,High- und Low-Mengen*
auch in der Booleschen Hierarchie zu untersuchen. Deshalb werden in der vor-
liegenden Arbeit drei verschiedene ,,Arten“ von solchen Mengen studiert.

Im Grundlagenkapitel werden Formalismus und die sténdig verwendeten Begrif-
fe in stark komprimierter Form eingefiihrt. Daran schlief3t sich ein umfangreiche-
res Kapitel {iber ,,unabhéingig NP-vollstdndige“ Mengen an, dessen Ergebnisse
fiir die Untersuchung von ,,high'- und low'-Mengen“ benétigt werden.

In den darauffolgenden Abschnitten werden dann zwei weitere Definitionen von
,High- und Low-Mengen“ untersucht.
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2 Grundlagen

An dieser Stelle sollen die fiir das Verstindnis dieser Arbeit benttigten Grundla-
gen in stark vereinfachter Form vermittelt werden. Eine umfassende Einfithrung
in die Grundlagen der theoretischen Informatik findet sich in [Wag94].

Ein Alphabet ist eine nichtleere endliche Menge. In dieser Arbeit sollen Alphabe-
te immer mit groflen griechischen Buchstaben bezeichnet werden. Insbesondere
wird das Y. immer als Bezeichnung fiir ein Alphabet verwendet. Ein Symbol
oder Buchstabe ist ein Element eines Alphabets. Mit |X| wird die Anzahl der
Symbole in einem Alphabet bezeichnet.

Ein Wort iiber einem Alphabet ist die Aneinanderreihung von Symbolen aus
einem Alphabet. Die Lénge eines Wortes w wird mit |w| notiert. Die Menge al-
ler Worter iiber einem Alphabet ¥ wird mit X* bezeichnet. Eine Besonderheit
hierbei ist das leere Wort €, das 0 Symbole enthélt. Es ist leicht nachzupriifen,
daB ¥* mit der Verkniipfung “Konkatenation” ein (nichtkommutatives) Monoid
bildet.

Eine Menge A C X* wird als Sprache bezeichnet. Das Komplement A einer
Sprache A wird als A =,.; {w € X*|w ¢ A} = ¥*\ A definiert.

Ein Entscheidungsproblem ist dann die Frage, ob ein Wort x zur Menge A gehort
oder nicht. Formaler wird das durch die sogenannte charakteristische Funktion

ausgedriickt:
1 falls z€ A
ca(z) :def{ 0 sonst

Untersucht man nun, unter welchen Ressourceneinschréankungen die charakteri-
stische Funktion einer Sprache A berechnet werden kann, so ist es méglich, diese
Sprachen in Komplezititsklassen einzuordnen. Dabei bilden alle die Sprachen
eine Komplexititsklasse C, deren charakteristische Funktionen mit maximal der
gleichen Ressourceneinschrankung berechnet werden kénnen.

Die sogenannte Komplementkomplexititsklasse wird dann wie folgt definiert:

CO—C :def {A g E*|Z € C}

Die wohl wichtigsten Ressourcen eines Programms sind “Speicherplatzbedarf”
und “Zeitbedarf”.

Der Zeit- bzw. Speicherbedarf einer Berechnung wird dabei in Abh#ngigkeit der
Liange der Eingabe gemessen. Die Klasse P bezeichnet deshalb alle Sprachen
fiir die ein Polynom p existiert, so daf} ihre charakteristische Funktion fiir jede
Eingabe x in der Zeit p(|x|) berechnet werden kann.

Verallgemeinert man deterministische Berechnungsmodelle und 148t zu, daf§ zu
einem Zeitpunkt mehrere Befehle ausgefiihrt werden diirfen, dann erhilt man
sogenannte nichtdeterministische Berechnungsmodelle.
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So bezeichnet die Klasse NP die Menge aller Sprachen, fiir die ein Polynom
p existiert, so dafl die charakteristische Funktion von einer nichtdeterministi-
schen Maschine in der Zeit p(|x|) berechnet werden kann. Formaler kénnen die
Sprachen aus NP wie folgt beschrieben werden:

Eine Sprache A ist in NP genau dann, wenn ein Polynom p und eine Menge
B € P existieren, so dafl

z €A y(lyl <p(z)) A(z,y) € B)

Interessanterweise hat sich gezeigt, dafl die Klassen P bzw. NP sehr robust
gegen den Wechsel des Maschinenmodells sind. Deshalb soll hier aufgrund ihrer
Einfachkeit die Turingmaschine als Modell verwendet werden.

Offensichtlich gilt P C NP. Sei PSPACE die Klasse aller Sprachen, die mit
polynomiell beschranktem Speicherplatz entschieden werden kénnen. Dann ist
auch die Inklusion P C PSPACE einfach einzusehen, da ein polynomiell zeit-
beschrankter Algorithmus héchstens polynomiell viel Speicher “konsumieren”
kann.

Die Frage P # NP bzw. NP = P ist eines der grofien Probleme der Kom-
plexitédtstheorie. Obwohl eine Fiille von Einzelergebnissen vorliegt, konnte die-
ses Problem nicht gelost werden. Auch die Ungleichheit der (nichtdetermini-
stischen) Klassen mit logarithmischem Raumbedarf L bzw. N L konnte bisher
nicht gezeigt werden.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die m-Reduzierbarkeit. Eine Menge A heifit
genau dann auf eine Menge B m-reduzierbar (A <,, B), wenn eine totale bere-
chenbare Funktion f existiert mit x € A «» f(z) € B. Diese Funktion f wird als
Reduktionsfunktion bezeichnet. Es ist offensichtlich, dal die Komplexitét dieser
Funktion einen entscheidenden Einflufl auf den Reduktionsbegriff hat. Aus die-
sem Grund mu# fiir jede Reduktion die verwendete Funktion genau spezifiziert
werden.

Ist die Funktion f in Polynomialzeit berechenbar (f € F'P), dann spricht man
von einer “many-one p-Reduktion” (A <fn B &g 3f € FPVz(x € A <
f(z) € B)). Andere hier benétigte Reduktionsbegriffe werden noch genauer de-
finiert.

Betrachtet man die Menge aller Sprachen, die sich auf Sprachen aus einer be-
stimmten Komplexititsklasse reduzieren lassen, so wird dies als Abschluf$ dieser
Klasse unter dem verwendeten Reduktionsbegriff bezeichnet. Besonders inter-
essant sind diejenigen Reduktionsbegriffe und Komplexitétsklassen, fiir die der
Abschlufl wieder die Komplexitatsklasse selbst ergibt. Man sagt, die Klasse ist
unter dieser Reduktion abgeschlossen. So sind z.B. P und N P unter many-one
p-Reduktion abgeschlossen. Genauer:

RO, (NP) =4, {ACY*3Be NP: A<, By = NP
und
RE(P)=4; {ACY3BeP: A<, Bl =P

Erweitert man das Modell der Turingmaschine um die Mdoglichkeit, Fragen der
Form “x € O” fiir eine feste Menge O zu stellen, ohne dafl dafiir der Berech-
nungsaufwand der charakteristischen Funktion co gezahlt wird, so nennt man
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diese Turingmaschine Orakelturingmaschine und O ein Orakel. Dieser Name
soll andeuten, dafl die Maschine die Moglichkeit hat Fragen zu stellen, die im-
mer wahrheitsgemédf mit “ja” oder “nein” beantwortet werden. Fiir den prak-
tisch denkenden Informatiker stellt sich ein Orakel als Unterprogramm mit dem
Riickgabewert “boolean” dar, das ohne Benutzung von Ressourcen aufgerufen
werden darf.

Um eine Turingmaschine mit Orakel formal beschreiben zu kénnen, wird die
von der Maschine verwendete Orakelmenge im Exponenten notiert. D.h., die
Turingmaschine M# kann zu jeder Zeit der Berechnung das Orakel A befragen.
Mit C4 wird die Menge aller Sprachen notiert, deren charakteristische Funktio-
nen mit Orakelturingmaschinen, die das Orakel A verwenden, berechnet wer-
den konnen, wobei die fiir die Komplexitétsklasse C geltende Ressourcenbe-
schrinkung eingehalten wird. Die Menge aller Sprachen aus C#, wobei das Ora-
kel A aus der Komplexitiitsklasse A stammt, wird mit C* bezeichnet.

Die Menge PN? ist also die Menge aller Sprachen, die von in Polynomialzeit
arbeitenden Turingmaschinen entschieden werden, wobei sie ohne zusétzlichen
Kostenaufwand Fragen an eine Sprache aus NP stellen diirfen. M&chte man
die Anzahl der Fragen an das Orakel begrenzen, dann wird dies in eckigen
Klammern dahinter notiert. So wird die Menge aller Sprachen, die von poly-
nomialzeitbeschrinkten Turingmaschinen mit genau einer Frage an ein Orakel
aus NP entschieden werden konnen, durch PV[1] notiert. Offensichtlich gilt
hier PNP[1] € PNP[logn] C PNP.

2.1 Die Polynomialzeithierarchie
Die Klassen der Polynomialzeithierarchie sind induktiv wie folgt definiert:
P P P P
Op =aer Do Zaer Yo Zaer My =aes P
und )
p by
@kJr]_ =4y P ’;[O(IOg n)]
p )y
Apir =aer PTE )
D by
Ypr1 =ap NPTk )
Hi-‘rl :def CO-NPEk
Die Klasse PH ist die Vereinigung aller Klassen der Polynomialzeithierarchie:
o0
PH =, | %}
i=0

Leider konnte die Echtheit der Polynomialzeithierarchie bis jetzt noch nicht
gezeigt werden. Allerdings deuten sehr viele Einzelergebnisse die Echtheit die-
ser Hierarchie an. Néheres findet sich z.B. in [BDG90a].

In Abbildung 2.1 sind die Inklusionsbeziehungen der Klassen der Polynomial-
zeithierarchie aufgezeichnet.
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DEFINITION 2.1.1
Die ,Low- und High-Mengen“ der Polynomialzeithierarchie wurden in [Sch85]
wie folgt definiert:

. A
High? =,.; {A€ NP %, , C(Z))}

und N
Low! =, {A€ NP| (%) €%/}

SaTz 2.1.1 ([ScH85])
Fiir jedes k > 0 gilt:

1. Falls PH # %}, dann High? N Low!, = (
2. Falls PH = ¥}, dann High!, = Low? = NP

DEFINITION 2.1.2
Eine Menge A ist genau dann auf eine Menge B polynomialzeit-turingreduzier-
bar (A <. B), wenn A € PB.

SATZ 2.1.2 ([ScH85])
1. Lowg =P

2. Low! = NP Nco-NP
3. Highl = {A € NP | A ist <} -vollsténdig fiir NP}

BEOBACHTUNG 2.1.1 ([ScH85])
Es sei k > 0, dann gilt
Lowz
Highi

p
Lowy

-
. p
C Highy

2.2 Die Boolesche Hierarchie

Die fiir die hier vorliegende Arbeit weitaus wichtigere Boolesche Hierarchie soll
an dieser Stelle iiberblickartig prisentiert werden. Um das Verstéindnis fiir die
Boolesche Hierarchie zu verbessern, sollen auch noch einige grundlegende Sétze
und Lemmata vorgestellt werden.

DEFINITION 2.2.1

Cl /\CQ :def {AﬂB ’AECl,BECQ}
C1VCy =def {AUB |A€Cl,BECQ}
C1®Co def {A@B ’AECl,BECQ}

Die Klassen der Booleschen Hierarchie sind induktiv wie folgt definiert:
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Abbildung 2.2:

Die Boolesche Hierarchie

(1) = co-NP



DEFINITION 2.2.2

NP(O) :def P

und
NP(2i) =4 NP(2i—1)Aco-NP (i>1)
NP2i+1) =4,; NP(2i))VNP (1 >0)

Die Vereinigung aller Klassen der Booleschen Hierarchie BH ist dann:
o
BH =, | NP(i)
i=0

Diese recht unhandliche Definition der Booleschen Hierarchie kann durch die
folgende ersetzt werden:

DEFINITION 2.2.3

NP(O) :def P
NP(].) :def NP
NP(i)) =4, NP(Gi—1)&NP (i>2)

Die Aquivalenz beider Definitionen wurde in [KSW87] gezeigt.

LEMMA 2.2.1 (z.B. in [KSWS8T])
1. Die Klassen der Booleschen Hierarchie sind abgeschlossen unter <ﬁl—Re—
duktion, d.h. Rh,(NP(k)) = NP(k) und R}, (co-NP(k)) = co-NP(k).

2. BH = PNP[O(1)].

SaTz 2.2.2 ([CGHT8S8])
Fiir k > 1 gilt:

NP(k) = co-NP(k) < BH = NP(k)
& NP(k)=NP(k+1).

Sarz 2.2.3 ([KADS8S])
Falls NP(k) = co-NP(k) fiir k > 1, dann folgt PH C PNP""[O(logn)] = ©F.
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3 Unabhangig NP-vollstandige Mengen

3.1 Definition und allgemeine Beobachtungen

DEFINITION 3.1.1
Das k-Tupel (Ay, A, ..., Ay) heiit k-unabhingig NP-vollstandig < g s

e A, Ay, ..., AL € NP
e Fiir jedes By, Ba,...,B € NP gibt es ein f € FP mit

re€B + flx)e A
r € By f($)€A2

xr € By ¢+ f(x)€ A

Ein 2-unabhéngig NP-vollstindiges Paar (A1, A2) wird kurz unabhédngig NP-
vollstédndig bezeichnet.

Nachdem unabhéngig NP-vollstédndige Mengen eingefithrt wurden, mufl noch
geklart werden, ob solche Tupel von NP-vollstdndigen Mengen auch wirklich
existieren.

Der nachfolgende Satz zeigt, daf} sich solche Tupel aus NP-vollstéandigen Mengen
einfach konstruieren lassen.

Sarz 3.1.1
Sind Ai, Ao, ..., A C X* NP-vollstindig, so ist

(A XX X ..o x B8 X Ag x ... x XF 00 8 X X XL x Ay)

k-mal k-mal k-mal

k-unabhédngig NP-vollstéindig.

Beweis:
Seien By, Bo, ..., B € NP, dann existieren fi, fo,..., fr € F'P mit

r€E B & f1($) c A1
r€ By & falz) € Ay
r€ By + filr) € A

Da A x X" x ... x YY" xAgx...xX* ..., 2" xY*"x...x A, € NP und

k-mal k-mal k-mal
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mit f(z) =4y (fi(x), f2(z),..., fu(x)) folgt f € FP sowie

r€B < f(r)e A xE x...x¥"

k-mal

rE€By & f(x)eX xAgx...x X"

k-mal

rE€ B & flx)eX* x¥* x...x 4

k-mal

Damit ist (A7 X 2" x ... x " X" X Ag X ... x X¥ .. 08 x X x ... x Ag) k-

k-mal k-mal k-mal

unabhéngig NP-vollstindig. v

Die néchsten Definitionen und Lemmata beschéftigen sich mit dem Begriff des
p-Zylinders. Der urspriingliche Zylinderbegriff stammt aus der Rekursionstheo-
rie und wurde spéter auch in der Komplexitdtstheorie definiert. Eine kurze
Einfithrung zu diesem Thema findet sich z.B. in [BDG90b].

DEFINITION 3.1.2
Fiir eine Menge A C ¥* wird A x ¥* als Zylindrifikation von A bezeichnet.

DEFINITION 3.1.3
Zwei Mengen A C ¥* und B C I'* sind p-isomorph (kurz: A =P B) < gey

e FEs existiert eine Bijektion f : ¥* — I'*
o f.fLcFP

o z € A+ f(x) € B (A lift sich mittels f auf B reduzieren).

DEFINITION 3.1.4
Eine Menge A C ¥* ist ein p-Zylinder gy A =P A x ¥*.

LEMMA 3.1.2
Ist A€ NP und f~! € FP eine bijektive Funktion, dann ist auch f(A) € NP.

Beweis:

Da f, f~! bijektiv und f~! € FP folgt: f(A) <z® A via f~1. Aus der Tatsache
RE,(NP) = NP ergibt sich dann f(A) € NP. v
LEMMA 3.1.3

Ist A C ¥* und k > 2 eine natiirliche Zahl, dann ist A ein p-Zylinder gdw.
Ax Y x...x X" =P A

k-mal
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Beweis:
Zuerst soll die etwas schwierigere Richtung dieses Lemmas gezeigt werden. Die
Riickrichtung folgt dann fast direkt aus Definition 3.1.4.

= Die Kodierung eines beliebigen Strings aus ¥* in eine | X|-adisch dargestell-
te natiirliche Zahl ist eine bijektive polynomialzeitberechenbare Funktion.
Aus diesem Grund ist A x ¥* x ... x ¥* =P Ax N x ... x N,
k-mal k-mal
In [Rog88] (§5.3, Seite 63) wird gezeigt, daB Nx N =P N, denn die dort an-
gegebene bijektive Kodierung ist polynomialzeitberechenbar. Durch (k —
2)-faches Anwenden folgt dann auch, dal A x Nx ... x N=F A x N und

k-mal

da A nach Voraussetzung ein p-Zylinder ist ergibt sich:

AXY* x...xY" = AxNx...xN

k-mal k-mal
=P AxN
=P AxX*
=P A

= DaAxY' ' x.. xX*=PAund A x X* x ... x X" =P Ax¥* schon oben

k-mal k-mal

gezeigt wurde, ist A ein p-Zylinder.

v

Nachdem nun der Begriff des p-Zylinders eingefiihrt ist, soll er dazu verwendet
werden, eine Besonderheit im Zusammenhang mit Tupeln von unabhingig NP-
vollstandigen-Mengen zu zeigen. So ist es moglich, zu jedem p-Zylinder NP-
vollstéandige-Mengen zu finden, die zusammen mit diesem p-Zylinder ein Tupel
unabhéngig NP-vollstéindiger Mengen bilden.

Satz 3.1.4
Fiir jeden NP-vollstidndigen p-Zylinder A existieren Mengen By,...,Bi_1, so
daB (A, By,...,Bi_1) k-unabhingig NP-vollstindig ist.

Beweis:
Da A C ¥* ein p-Zylinder ist, existieren mit Lemma 3.1.3 f, f~! € FP mit
A< AxS . xX via flund Ax 2* x ... x 2" <" Avia f, wobei f

k-mal k-mal

und f~! bijektiv sind.
Seien B, Bj,. .., B},_,; NP-vollstindige Mengen und

~

A =4 AXEIx...xXY

k-mal

Bl =4, Y*xB|x..xx*

k-mal

A

/
Bi_1 =45 Y'XxY¥"x...xBj_,

k-mal
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Cl CQ 03 Ck
Abbildung 3.1: Reduktionen und Mengen aus Satz 3.1.4

Dann ist das k-Tupel (A, Bi,..., Bk,l) nach Satz 3.1.1 k-unabhingig NP-voll-
standig. Fiir C',Cy,...,Cr € NP existiert deshalb eine Funktion g € F'P, so
daf

reC) + glx)eAd & flgx)eA

r€Cy < g@)eBr < f(g(x) € f(B)

reC o g eBiy o flol) e F(Be)

Sind die Mengen B; durch By =, f(Bl),...,Bk_l =ef f(Bk_l) definiert!,
dann folgt By gﬁl B, ... 7Bk—1 gfn Bj_1. Mit Lemma 3.1.2 ergibt sich auch
Bi,...,By_1 € NP und damit ist (A4, By,...,Bi_1) k-unabhingig NP-voll-
stdndig mit der Reduktionsfunktion fog e FP. 4

BEMERKUNG 3.1.1

In [BDGI0b] findet sich eine Bemerkung zur Berman-Hartmanis-Vermutung.
Diese Vermutung sagt aus, daf$ alle NP-vollstdndigen Mengen p-isomorph zuein-
ander sind. Weiterhin wird dort erwéhnt, daf3 bisher keine NP-vollstédndige Men-
ge gefunden wurde, die nicht p-isomorph zum p-Zylinder SAT ist. Da jede zu
SAT p-isomorphe Menge selbst wieder ein p-Zylinder ist?, kann mit Satz 3.1.4
gefolgert werden, daf fiir fast jede bisher bekannte NP-vollstindige Menge A
Mengen B; existieren, so dafl das k-Tupel (A, By, ..., Bx_1) k-unabhéngig NP-
vollstédndig ist. Sollte sich dariiberhinaus die Berman-Hartmanis-Vermutung als
richtig erweisen, kann die Aussage auch auf alle NP-vollstdndigen Mengen aus-
gedehnt werden.

Allerdings gibt es auch Hinweise, daf die Berman-Hartmanis-Vermutung falsch
ist. In [JY85] wurden NP-vollstindige Mengen konstruiert, die vermutlich nicht
zu SAT isomorph sind.

DEFINITION 3.1.5
Fine Funktion f ist verlangernd, falls |f(z)| > |z| fiir alle z € ¥* gilt.

DEFINITION 3.1.6
Sei A CY* und B CTI'*, dann ist A g’f i B ©def

'Ein graphischer Uberblick iiber die hier behandelten Mengen findet sich in Abbildung 3.1.
*Ein Beweis findet sich in [BDG90b], Lemma 5.1.
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e A< Buviaf
e f ist eine injektive Funktion

e f ist verldngernd

Satz 3.1.5 ([BDG90B])

Folgende Aussagen sind dquivalent:
e A ist ein p-Zylinder.

e Falls B gfn A gilt auch B g’l’vli A.

KOROLLAR 3.1.1
Folgende Aussagen sind dquivalent

e Die Menge A ist ein NP-vollstdndiger p-Zylinder.
e Die Menge A ist <f7li—vollstéindig fiir NP.

Beweis:
Mit Hilfe von Satz 3.1.5 kénnen beide Richtungen dieser Aussage leicht gezeigt
werden.

= Sei A ein NP-vollstiandiger p-Zylinder und B € NP, dann gilt B gﬁl A.
Mit Satz 3.1.5 ergibt sich sogar B <1177 ;i A und damit ist A gi ;i-vollstandig
fiir NP.

< Sei A gf ;i-vollstindig fiir NP, dann folgt direkt aus Satz 3.1.5, dafl A
auch ein p-Zylinder ist.

v

Da p-Zylinder auch gili vollstandig fiir NP sind, wird nun Satz 3.1.4 auf gili—
vollstdndige Mengen erweitert.

KOROLLAR 3.1.2
Fiir jede <117’M—NP-Vollstéind1'ge Menge A existieren By, Ba,...Bp_1 € NP, so
daBl (A, By, Ba, ... Bi_1) k-unabhéingig NP-vollstindig ist.

Beweis:
Diese Aussage ist eine direkte Folgerung aus Korollar 3.1.1 und Satz 3.1.4 ¢

3.2 ,,Natiirliche* unabhangig NP-volistandige Mengen

Bisher wurden nur kiinstlich konstruierte Tupel von NP-Mengen betrachtet.
Nun soll aber auch noch gezeigt werden, dafl Paare von wohlbekannten NP-
vollstéandigen Mengen, die aus der Graphentheorie stammen, auch unabhingig
NP-vollstéindig sind, um diesem Begriff ein wenig mehr mit ,,Leben* zu erfiillen.
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3.2.1 Hamilton-Teilkreise und Independent Sets

DEFINITION 3.2.1

Ein Hamilton-Teilkreis (Hamilton subcircuit) der Lédnge k in einem (gerich-
teten) Graph G = (V,E) ist eine Folge von Knoten vy,vs,...,vx € V mit
(1}1,1)2), (1)2,1)3), e (’kal,’l)k), (vk,vl) cE.

DEFINITION 3.2.2

HSC

Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) und ein k < |V|

Frage: Besitzt G einen Hamilton-Teilkreis mit einer Lidnge von mindestens k?

LEMMA 3.2.1
HSC ist NP-volilstéindig.

Beweis:
HSC ist in NP, da eine geeignete NTM nichtdeterministisch alle Teilmengen
V' C V mit |[V'| > k und eine Anordnung der Knoten vy,...,vx mit v; € V'

raten und dann in Polynomialzeit {iberpriifen kann, ob diese Anordnung ein
Hamilton-Teilkreis ist.

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und f die polynomialzeitberechenbare
Funktion mit f(G) =4, (G,|V]), dann folgt = € HC « f(z) € HSC und
damit HC <, HSC. v

DEFINITION 3.2.3
he(G) =4; Lénge eines ldngsten Hamilton-Teilkreises in G
is(G) =4 Grofle eines grofiten Independent Set in G

LEMMA 3.2.2

Es existiert ein Polynomialzeitalgorithmus, der zu jedem gerichteten Graphen
G und jedem | > 0 einen Graphen G’ konstruiert mit is(G') = is(G) + | und
he(G) = he(G).

Beweis:
Sei G = (V, E), dann kann G’ = (V', E') wie folgt konstruiert werden:

V' = VU{al,...,al}
E' = E

wobei V N {ay,...,a;} = 0.

Durch diese Konstruktion kann sich jeder Independent Set héchstens um die
Knoten {ay, ..., a;} vergroBern, da kein anderer Knoten in G’ mit einem Knoten
in {ai,...,a;} verbunden ist. Auch eventuell vorhandene Hamilton-Teilkreise
werden durch diese Konstruktion nicht verldngert. 4

LEMMA 3.2.3

Es existiert ein Polynomialzeitalgorithmus, der zu jedem gerichteten Graphen
G und | > 3 einen gerichteten Graphen G’ konstruiert mit he(G') = he(G) + 1
und is(G') = is(G) + 1.
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Beweis:
Es sei G = (V,E) ein beliebiger gerichteter Graph und K; = (V}, E}) ein
vollstéandiger gerichteter Graph mit |V;| =1, V; = {v1,...,u} und V,NV = 0.
Dann ergibt sich G’ durch:
Vi = Vuy
E' = EUEU U {(u,v1), (v, v)}
(u,v)EE

Da der vollstindige Graph K; einen Hamilton-Teilkreis der Lénge [ enthélt,
kann ein in G enthaltener Hamilton-Teilkreis um [ verldngert werden (und nicht
mehr). Gleichzeitig kann jeder Independent Set um einen Knoten aus K; ver-
groBert werden (und nicht mehr), weil je zwei beliebige Knoten in K; mit einer
Kante verbunden sind. v

SATZ 3.2.4
Das Paar (INDEPENDENT-SET, HSC) ist unabhéngig NP-vollstindig.

Beweis:
Sei C, D € NP. Damit gibt es g,h € FP

¢ <’ INDEPENDENT-SET viag

~m

D < HSC via h
Sei
(G1s(7), k1s(x)) =aer 9(7) mit  Gis(z) = (Vis(z), Exs(z))
(Gusc(z), kusc(z)) =awr M(xz) mit Gusc(r) = (Vasc(z), Pasc(z))
und damit
reC <« iS(Gls) > ks
reD hC(GHsc) > kusc
Offensichtlich gilt hc(Gis) < |Vig| und is(Gusc) < |Vasc| - Sei k =,4.; kasc +
kis + [Vascl| + [Vis| + 1.
Mit Lemma 3.2.2 kann ein Graph Gig = (V{g, Eig) konstruiert werden, so daf
is(Grs) = is(Gis) + (kusc + [Vasc| + [Vis| + 1)
he(Grs) = he(Grs)
Dann folgt € C > is(G1s) > kis <> is(Gig) = k.
Mit Hilfe von Lemma 3.2.3 kann ein Graph Gggc = (Viisc: Pasc) konstruiert
werden mit
he(Gusc) = he(Gusc) + (k1s + [Vascl| + [Vis| + 1)
is(Gusc) = is(Gusc) +1
Damit ergibt sich z € D <+ he(Gusc) = kusc <> he(Gysc) = k-
Sei G* = (V*, E*) mit
V' = ViiscUVis
E* = EggcUEgU(Vis x Viisc)
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Dieser Graph enthélt die Graphen Gig bzw. Gge als Untergraphen, wobei
alle Knoten aus V{g mit allen Knoten aus Vyjgo durch eine gerichtete Kante
verbunden sind. Aus diesem Grund muf is(G*) = max(is(Gig), 15(Gusc)) gel-
ten, und wegen is(Gig) = |Vasc| + 1 > is(Gusc) + 1 = is(Gyge) ergibt sich
is(G*) = is(Grg)-

Da bei der Konstruktion des Graphen G* aus Gig und Gyge nur Kanten
von Knoten aus Vjg zu Knoten aus Vijgc eingebaut werden, gilt he(G*) =
max(he(Gyg), he(Grg)). Mit he(Guge) 2 [Vis| 2 he(Grs) = he(Gig) folgt
he(G*) = he(Gyse)-

Es ist leicht einzusehen, dafl die angegebene Konstruktion eine polynomialzeit-
berechenbare Funktion f beschreibt und

relC iS(Gls)

> krs
< is(G*) = k
sowie
re€D <« he(Gasc) = kusc
— hC(Glec) >k

& he(GY) >k

Damit ist das Paar INDEPENDENT-SET, HSC) unabhéingig NP-vollstin-
dig. 4

3.2.2 Cliquen und Independent Sets

DEFINITION 3.2.4
cl(Q) =45 GriBe einer grofiten Clique in G

LEMMA 3.2.5

Es existiert ein Polynomialzeitalgorithmus, der aus jedem gerichteten Graphen
G und | > 0 einen gerichteten Graphen G’ konstruiert mit is(G') = is(G) + 1
und cl(G") = cl(G).

Beweis:

Konstruktion des Graphen G’ analog zu Lemma 3.2.2.

Dabei kann jeder Independent Set um maximal [ Knoten vergréflert werden, da
aber kein Knoten aus V mit einem der hinzugefiigten Knoten verbunden ist,
vergroflern sich die Cliquen aus G nicht. v

LEMMA 3.2.6

Es existiert ein Polynomialzeitalgorithmus, der zu jedem gerichteten Graphen
G und | > 0 einen gerichteten Graphen G’ konstruiert mit cl(G') = cl(G) +1
und is(G') = is(QG).
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Beweis:
Sei G = (V,E) und K; = (V}, E}) ein vollsténdiger und gerichteter Graph mit
Vil =1, V; ={v1,...,v} und VNV, = . Dann ergibt sich G’ durch:

Vi = Vvuy

E = EUEBUWVxWV)u(VxV)
Da der vollstindige Graph K; auch eine [-Clique ist und jeder Knoten des
Graphen G mit jedem Knoten in Kj in beiden Richtungen verbunden ist, ergibt

sich cl(G") = ¢l(G) +1. Weiterhin ist es offensichtlich, da8 sich kein Independent
Set vergroflern kann. v

SATZ 3.2.7
Das Paar (INDEPENDENT-SET, CLIQUE) ist unabhéngig NP-vollstin-
dig.

Beweis:
Sei C, D € NP. Damit gibt es g,h € F'P

¢ <! INDEPENDENT-SET viag

~m

p .
D <, CLIQUE via h
und

(Gis(z), k1s(2)) =aey g(x)  mit Gis(z) = (Vis(z), E1s(z))
(GeL(z), ken () =awr h(z) mit Geu(z) = (Vou(z), EcL(z))

damit folgt

relC & iS(Gls)
reD & Cl(GCL)

= kis

> ke

Es ist leicht einzusehen, dal cl(G1s) < |Vis| und is(Ger) < |Vewl|- Sel k =4,
kcr + kis + [Vor| + [Vis|-

Mit Lemma 3.2.5 kann ein Graph Gig = (V{g, Fig) gewonnen werden mit

is(Gg) = is
d(Gg) = d

Gis) + (ke + |Veo| + [Vis|)
Gi1s)

Daraus folgt z € C < is(Gis) > kis <> cl(Gig) = k.
Mit Hilfe von Lemma 3.2.6 ist es moglich, einen Graphen Gy, = (Vi For)
zu konstruieren, so daf

(
(

cd(Ger) = c(Gew)+ (kis + |[Vew| + [Vis])
iS(GI(JL) = is(GcL)

Daraus folgt = € D < cl(Gc1) = kcr, ¢ cl(Ggy,) = k.
Sei G* = (V*, E*) mit

V' = V&L UVis
E* = FEgcpUEgU (Vg x Vir)
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Dieser Graph enthilt die Graphen Gig bzw. Gy, als Untergraphen, wobei alle
Knoten aus V{g mit allen Knoten aus V{ durch eine gerichtete Kante verbun-
den sind. Aus diesem Grund muf is(G*) = max(is(Ggy,), i5(Grg)) gelten und
wegen is(Gg) = |Ver| = is(Ger) = is(Ggr,) ergibt sich is(G*) = is(Gig)-
Bei der Konstruktion des Graphen G* werden nur Kanten von Knoten aus V{g
zu Knoten aus V., eingebaut und damit ist c/(G*) = max(cl(Gig), cl(Gey,))-
Mit cl(Gey,) = |Vis| = cl(Gis) = cl(Ghg) folgt daraus cl(G*) = cl(Gey,)-

Die angegebene Konstruktion beschreibt eine Funktion f € FP und

sowie

Damit ist das Paar (INDEPENDENT-SET, CLIQUE) unabhingig NP-
vollstandig. v
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4 Eine erste Definition

4.1 high'-Mengen in der Booleschen Hierarchie

Nun sind alle Begriffe bekannt, die benttigt werden um die erste Definition von
»High- und Low“-Mengen zu untersuchen.

DEFINITION 4.1.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in high,lc Sdef

e Ac NP
o ROL(NP(k)® A)=NP(k+1)

LEMMA 4.1.1
Sind Ay, Ao, ..., Ak, B1, B, ..., By C X* beliebige Sprachen und f : ¥* — ¥*
eine Reduktionsfunktion mit

reB + flx)e A

r € By & f(CE) € Ay

x € B, < f(x)e Ay
dann gilt auch

TEBI®B®..®Br & f(r)eA1 DA D...D A

Beweis:
Da cp,(z) = ca,(f(z)) und cper = cp(x) ® cg(x) (Die Verkniipfung ,,&*“ kann
als Addition modulo 2 aufgefafit werden.) gilt, folgt:

CBio..oB,(T) = cp(x)®...®cp,(x)
= ca(f(@) @ ... ®ea(f(2))

= cae..04,(f(2))
v

In den folgenden Zeilen wird gezeigt, dafl der Begriff ,unabhéingig NP-vollstéan-
dig® und die Zugehorigkeit zu high,lf sehr eng miteinander verbunden sind.

SATZ 4.1.2

Ist das (k+1)-Tupel (A, A1, Aa, ... Ag) (k+1)-unabhéngig NP-vollstindig, dann
gilt A € highl.
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Beweis:
Seien B, By, B, ... B, € NP. Dann folgt mit Definition 3.1.1 und Lemma 4.1.1

BO&B ®@By®.. 0By <, ADAI DA D ... DAy

Damit ergibt sich NP(k+1) C RN (A® A1 @ Ay @ ... ® Ag), und da NP(k+1)
nach Lemma 2.2.1 unter <%—Reduktion abgeschlossen ist, folgt sogar N P(k +
)=RhL(A® A & Ay ® ... Ay). Damit ist A € high}. v

BEMERKUNG 4.1.1

Falls (A1, Ag, ... Ay) k-unabhingig NP-vollstindig ist, ist auch jedes permu-
tierte Tupel offensichtlich wieder k-unabhédngig NP-vollstdndig. Damit ist dann
auch jede der Mengen A; € high,.

KoroLLAR 4.1.1
Ist A C ¥* ein NP-vollstdndiger p-Zylinder, dann folgt A € high,lc.

Beweis:
Mit Satz 3.1.4 existieren Mengen Bj, B, ..., By, so daf3 (A, By, Ba,..., Bx)
k 4 1-unabhingig NP-vollstandig ist. Mit Satz 4.1.2 folgt dann die Aussage. v/

KOROLLAR 4.1.2
Falls A <{ ;-vollstéindig fiir NP ist, dann folgt A € high}..

Beweis:
Offensichtlich mit den Korollaren 3.1.1 bzw. 4.1.1. v

Nachdem bewiesen wurde, dafl p-Zylinder bzw. gf i-vollstdndige Mengen in

high}C enthalten sind, wire es noch interessant zu wissen, ob von einem Paar
unabhingig NP-vollstandiger Mengen mindestens eine wieder ein p-Zylinder ist.
Leider konnte dies nicht gezeigt werden.

4.2 low!'-Mengen in der Booleschen Hierarchie

DEFINITION 4.2.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in low,}: S def

e Ac NP
o RL(NP(k)® A) = NP(k)

Mit Hilfe von Lemma 4.2.1, Satz 4.2.2 und Korollar 4.2.1 kann gezeigt werden,
dafl jede endliche Menge, wie es der Intuition entspricht, in lowi enthalten ist.

LEMMA 4.2.1
Falls fiir ein C € NP und jedes A € NP gilt, da AN C' € co-NP, dann folgt
NP@C=NP.
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Beweis:

C SeiAe NP, dannist A@C =(AUuC)N(ANC) € NP, da NP unter
Vereinigung und Schnitt abgeschlossen ist und (ANC) € NP.

D Sei A € NP und sei A" =,.; A® C. Wie schon im ersten Teil dieses
Beweises gezeigt wurde, gilt dann auch A" € NP. Damit ergibt sich A’ &
CeNPpCundda A dC=AdpCodC=A,gilt auch Ac NP C.

Damit ist NP @& C = NP gezeigt. v

SATZ 4.2.2
Falls fiir ein C € NP und jedes A € NP gilt, da AN C' € co-NP, dann folgt
C € low;.

Bewreis:
Mit Lemma 4.2.1 folgt:

NP(k)&C NP&NP®...® NP&C

k-mal

— NP®NP&...o (NPaC)

k-mal

= NPONP®H...&NP

k-mal

Hiermit ergibt sich mit Lemma 2.2.1 RY, (NP (k) & C) = Rh,(NP(k)) = NP(k)
und dann folgt C € low;. v

KOROLLAR 4.2.1
Jede endliche Menge C' ist in lowi enthalten.

Beweis:

Da C endlich ist, mufl auch fiir jede Menge A € NP der Schnitt AN C endlich
sein. Damit ist ANC € P und deshalb ANC € co-NP. Mit Satz 4.2.2 folgt die
Aussage. v

DEFINITION 4.2.2
Eine Menge A C ¥* wird als co-endlichbezeichnet, falls A endlich ist.

Da die co-endlichen Mengen ebenso einfach zu entscheiden sind wie die endli-
chen, wiirde es der Intuition entsprechen, wenn die co-endlichen Mengen eben-
falls in low}g enthalten sind.

In den folgenden Zeilen wird aber gezeigt, dafl dies sehr unwahrscheinlich ist,
da sonst die Boolesche Hierarchie und damit auch die Polynomialzeithierarchie
kollabieren wiirde, wovon man beim heutigen Kenntnisstand nicht ausgeht.

LEMMA 4.2.3
Ist C' C ¥* co-endlich, dann gilt NP & C = co-NP.
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Beweis:

C Sei B € NP. Danit ist B&C = (BNC)U(BNC). Da C co-endlich ist,
mufl B N C endlich sein und damit folgt BN C € co-NP.
Weil C' nach Voraussetzung co-endlich ist, gilt C' € P und damit auch
C € co-NP. Mit der Tatsache, dafl co-N P unter Schnitt abgeschlossen
ist und B € co-NP, folgt BN C € co-NP. Da co-NP aber auch unter
Vereinigung abgeschlossen ist, ergibt sich B @ C € co-NP.

I

Ist B € co-NP, dann folgt B € NP, und da C endlich ist und damit
jeder Schnitt mit einer N P-Menge endlich ist, folgt mit Lemma 4.2.1
BaC € NP.Deshalb ergibt sich (B&C)aC = Be(CaC) = BeL* = B,
dh. Be NPagC.

v

SATZ 4.2.4
Gibt es eine co-endliche Menge C' und C € low}, dann ist NP(k) = BH.

Beweis:
Da C' co-endlich ist, folgt mit Lemma 4.2.3:

RL(NP(k)& C) =RE(NP(k—1) ® co-NP) = Rb,(co-NP(k)) = co-NP(k)

Da C € low; vorausgesetzt wurde, ergibt sich Rh,(NP(k) @ C)) = NP(k) =
co-NP(k). Mit Satz 2.2.2 ergibt sich dann die Aussage. v

Das nun folgende Resultat entspricht nun wieder mehr der Anschauung, da
gezeigt werden kann, dafl die in high,lC enthaltenen p-Zylinder bzw. <]19 1i-NP-
vollstéindigen Mengen mit hoher Wahrscheinlichkeit (die Boolesche Hierarchie
wiirde kollabieren) nicht in low} enthalten sind.

SATZ 4.2.5

Falls high}, N low}, # 0, dann folgt BH = N P(k).

Beweis:

Mit A € high}, N low}, gilt NP(k) = Rh,(NP(k) & A) = NP(k + 1). Mit Satz
2.2.2 folgt die Aussage. v

KOROLLAR 4.2.2
Sei A ein NP-vollstidndiger p-Zylinder und A € low,i, dann gilt BH = NP(k).

Beweis:
Nach Korollar 4.1.1 gilt A € high}, und mit Satz 4.2.5 ergibt sich der Rest der
Aussage. 4

KOROLLAR 4.2.3
Sei A ein NP-vollstidndiger p-Zylinder und A € lowi, dann gilt PH = @?If.

Beweis:
Mit den Sétzen 2.2.2 und 2.2.3 sowie Korollar 4.2.2 folgt die Aussage. v
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5 Eine alternative Definition

5.1 Grundlagen und Beobachtungen

Wegen NP (k+1) = NP(k)®N P gilt, daf mit ,,@ N P* der Sprung zur néchsten
Stufe der Booleschen Hierarchie geleistet wird. Die Komplexitdt einer Menge
A € NP soll deshalb daran gemessen werden, ob dies auch mit ,®Rb,(A4)“
moglich ist.

SATZ 5.1.1
1. A=0= NP(k)® Rh(A) = NP(k)

2. A=%*"= NP(k)® Rb(A) = co-NP(k)
3. Ae NP\{0,5*} = NP(k) @& P C NP(k) & R%(A) C NP(k + 1)
4. A ist NP-vollstindig = NP(k) ® Rb,(A) = NP(k + 1)

Beweis:
1. Da RE,(0) = 0 ist, folgt NP(k) & RE,(0) = NP(k) & 0 = NP(k).
2. Mit RE,(X*) = ¥* ergibt sich NP (k) ® R, (X*) = co-NP(k).

3. Da A € NP\{0,%*} gilt P C R}, (A). Aufgrund der Abgeschlossenheit
der Klasse NP ,many-one p-Reduktion®* gilt auch P C R}, (A) C NP.
Hiermit ergibt sich dann die obige Inklusionskette.

4. Da A NP-vollstéindig ist, gilt RY,(A) = NP. Damit ergibt sich NP(k) &
Riw(A) = NP(k)® NP = NP(k+1).

v

5.2 high?-Mengen in der Booleschen Hierarchie

Die nun folgende Definition erweist sich wesentlich einfacher handhabbar. Es
konnen einige Zusammenhénge ohne groflen Aufwand gezeigt werden, die sich
bei der ersten Definition als schwierig erwiesen haben.

DEFINITION 5.2.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in high% Sdef

e Ac NP
o NP(k)®Rb,(A)=NP(k+1)
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Der folgende Satz zeigt, dafl alle NP-vollstédndigen Mengen in high% enthalten
sind. Die ist vergleichbar mit dem Ergebnis iiber High-Mengen in der Polyno-
mialzeithierarchie (siehe Satz 2.1.2(3) und Beobachtung 2.1.1).

SATZ 5.2.1
Fiir jede NP-vollstidndige Menge A gilt A € highi.

Beweis:
Offensichtlich mit Satz 5.1.1(4). v

Bei dieser Definition von ,,Low- und High“-Mengen kann leicht gezeigt werden,
dafl die high?-Mengen ineinander enthalten sind. Auch diese Eigenschaft haben
sie mit den in [Sch85] beschriebenen High-Mengen der Polynomialzeithierarchie
gemeinsam.

SATZ 5.2.2
Fiir jedes k > 1 gilt highi - highi_H.

Beweis:
Da fiir A € high? nach Definition 5.2.1 NP(k) & Rh(A) = NP(k + 1) gilt,
ergibt sich:

NP(k+1)@Rn(A) = NP@ NP(k)®RnL(A)
NP&® NP(k+1)
= NP(k+2)

Damit folgt A € highiﬂ. v

SATZ 5.2.3
Fiir jede Menge A € hz‘ghi und jedes B € NP mit A gﬁl B gilt B € hz’ghi.

Beweis:
Es ergibt sich NP(k) ® Rb,(B) = NP(k + 1), da

C Weil B € NP vorausgesetzt wurde folgt Ry, (B) € NP . Damit ergibt
sich NP(k) & RN, (B) C NP(k+1).

D Mit A <}, B folgt R,(A) C RE,(B). Deshalb folgt
NP(k) & RL(A) € NP(k) & RE(B)
Mit Definition 5.2.1 ergibt sich

NP(k+1) C NP(k)® Rb.(B)

Damit gilt B € highi. v
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5.3 mid*>-Mengen in der Booleschen Hierarchie

An dieser Stelle sollen noch sogenannte ,, Mid-Mengen* untersucht werden. Dies
sind Mengen, die vermutlich weder in high? noch in low? enthalten sind, sondern
im komplexitétstheoretischen Sinn dazwischen angesiedelt sind.

DEFINITION 5.3.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in midi Sdef

e Ac NP
o NP(k)® RN (A)=NP(k)® P

SATZ 5.3.1
Fiir jedes natiirliche k > 1 gilt mid% C midZ_H.

Beweis:
Da nach Definition 5.3.1 NP(k) ® Rb,(A) = NP(k) & P gilt, ergibt sich:

NPk+1)@®RhL(A) = NP®NP(k)®RLA)
= NP&NPk)aP
= NPk+1)@oP

Damit folgt A € midzﬂ. 4

SATZ 5.3.2
Sei A € mid; und B =P A, dann folgt B € midz.

Beweis:
Da A =P B folgt Rh,(A) = RE,(B) und damit ergibt sich:

NP(k)®RE(B) = NP(k)& RE(A)

= NP(k)aP
Damit gilt B € mid;. 4
SATZ 5.3.3
Sei A € P\{X*,0}, dann gilt A € mid:.
Beweis:
Da A € P\{X* 0} ist, ergibt sich Rh,(A) = P. Damit folgt NP & Rb,(A) =
NP @ P, d.h A € mid?. Mit Satz 5.3.1 folgt die Aussage. v

5.4 low?-Mengen in der Booleschen Hierarchie

In diesem Abschnitt sollen low?-Mengen untersucht werden. Dabei zeigt es sich,
daf die low?-Klassen ineinander enthalten sind (Siehe Satz 5.4.1).

DEFINITION 5.4.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in low,% Edef
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e Ac NP
o NP(k) & Rb,(A) = NP(k)

SATZ 5.4.1
Fiir jedes natiirliche k > 1 gilt low,% C low,%_H.

Beweis:
Da nach Definition 5.4.1 NP(k) & R, (A) = NP(k) gilt, ergibt sich:

NPk+1)@®Rh(A) = NP®NP(k)®RLA)
= NP& NP(k)
= NP(k+1)

Damit folgt A € lowiﬂ. v

SATZ 5.4.2
Sei A € low?, B € NP\{¥*} und B <}, A, dann folgt B € low}.

Beweis:
Es ergibt sich NP(k) ® R, (B) = NP(k), da:

C Da B <), A gilt, folgt auch RH,(B) € Rh,(A) und damit NP(k) @
RE(B) C NP(k) & RE,(A) = NP(k).

D Weil B € NP und damit R}, (B) C NP, ergibt sich NP(k) C NP(k) &
RE.(B).
Damit gilt B € low,%. v

Das folgende Lemma zeigt, dal es zumindest die leere Menge in jeder lowz—
Menge enthalten ist.

LEMMA 5.4.3
Es gilt 0 € low?.

Beweis:
Offensichtlich ist RY,(0) = §). Dann folgt:

NP&REL0) = NPa)
= NP
D.h. ) € low? und mit Satz 5.4.1 folgt die Aussage. v

Lemma 5.4.4 kann auch als Indiz dafiir gewertet werden, dafl die im Abschnitt
5.3 definierten mid?-Mengen nicht mit den low?-Mengen oder high?-Mengen
zusammenfillt.

LEMMA 5.4.4
Falls NP(k) ® P = NP(k), dann gilt NP(k) = co-NP(k).
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Beweis:
Da ¥* € P und NP (k) @ ¥* = co-N P(k) gilt, ergibt sich:

co-NP(k) = NP(k) & X* C NP(k) ® P = NP(k)

Da dann aber auch NP(k) C co-NP(k) gilt, folgt die Aussage. v

Satz 5.4.5 und Korollar 5.4.2 zeigen, daf die Definition von low? ungliicklich
gewdhlt wurde, da mit hoher Wahrscheinlichkeit nur die leere Menge in low,%
enthalten ist.

SATZ 5.4.5
Fiir A # 0 gilt: A € low} < NP(k) = co-NP(k)

Beweis:
Sei A € low?, dann folgt aus Definition 5.4.1 NP(k) & R, (A) = NP(k) und
da A # 0 ergibt sich ebenfalls P C R%,(A) C NP. Damit gilt:

NP(k)® P C NP(k)® Rh.(A) = NP(k)

Da ja offensichtlich auch NP(k) C NP(k)® P ist, folgt die Aussage mit Lemma
5.4.4. 4

KOROLLAR 5.4.1
low? — {0}, falls NP(k) # co-NP(k)
oWk =\ NP sonst

KOROLLAR 5.4.2
Falls die Polynomialzeithierarchie echt ist, gilt fiir alle k > 1:

low? = {0}

Beweis:
Direkte Folgerung aus den Satzen 2.2.3, 5.4.5 und Lemma 5.4.3. 4
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6 Eine dritte Definition

6.1 high3-Mengen in der Booleschen Hierarchie

Die dritte hier untersuchte Definition von ,,High- und Low-Mengen* ist stéirker
an die erste Definition der Booleschen Hierarchie (siehe Definition 2.2.2) an-
gelehnt. Wie bei der zweiten Definition lassen sich die Inklusionen der ,,High-
bzw. Low-Mengen“ mit relativ wenig Aufwand zeigen (siehe Sitze 6.1.3 und
6.2.2).

DEFINITION 6.1.1
Seien die Mengen N P4 (k) wie folgt induktiv definiert:

NPA(].) :def R,Ir)n(A)

NPA(2) =4; NPs(1)Aco-NP

NPA(3) —.; NP4#(2)VNP

NP4 (2i) =u; NPu(2i —1)Aco-NP (i>1)
NP4(2i+1) =u; NPa(2i))VNP (i>0)

LEMMA 6.1.1
Es sei k > 1. Fiir jede Sprache A € NP\{(} gilt dann:

co-NP(k) C NPo(k+1) C NP(k + 1)

Beweis:
Diese Aussage kann durch Induktion recht leicht gezeigt werden.
(IA):

co-NP C RE,(A)Aco-NP C NP Aco-NP = NP(2)

(IS):
co-NP(2i+ 1) co-NP(2i) A co-NP
NPA(2i +1) A co-NP = NP4(2i +2)

NP(2i+ 1) Aco-NP = NP(2i + 2)

NNl

co-NP(2i + 2) co-NP(2i +1) VNP
NP4(2i+2)V NP = NP4(2i + 3)

NP(2i+2)V NP = NP(2i +3)

(NNl

v

Mit Lemma 6.1.1 werden die nachfolgenden Definitionen von high?- und low?-
Mengen etwas verstéandlicher.
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DEFINITION 6.1.2
Sei k > 1. Eine Menge A C X* ist in high} < ey

e Ac NP
o NPy(k+1)=NP(k+1)

SATZ 6.1.2
Fiir jede NP-vollsténdige Menge A gilt A € high.

Beweis:

Wir zeigen N P4(k) = NP(k) durch vollstdndige Induktion iiber k£ > 1.

(TA): Da A NP-vollsténdig ist, folgt Rb,(A) = NP. Hiermit folgt NP4(1) =
NP.

(IS):

NPs(2i4+1) = NPs(2i)VNP = NP(2i)VNP
NP4(2i+2) = NPs(2i+1)Aco-NP = NP(2i+1)Aco-NP
Damit folgt NP4(k +1) = NP(k +1), d.h. A € high. v

SATZ 6.1.3

Fiir jedes k > 1 gilt high% - high%_ﬂ.

Beweis:
Sei A € high?, dann folgt:

2| k: NPs(k+1) = NP(k+ 1) und mit Definition 2.2.3 ergibt sich:
NPu(k+2) = NPu(k+1)Aco-NP

NP(k+1) A co-NP
= NP(k+2)

21k: NPg(k+1)= NP(k+1) und damit:

NPy(k+2) = NPs(k+1)VNP
— NP(k+1)VNP
= NP(k+2)

Damit ist A € high} . v

LEMMA 6.1.4
Aus A <P B folgt NP4(k) C NPg(k) fiir alle k > 1.
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Beweis:
Dieses Aussage kann durch eine Induktion iiber k£ gezeigt werden:
(IA):

NP4(1) =RE,(A) C RNL(B) = NPg(1)

(IS):
NPy(2k+1) = NP4(2k)vVNP
C NPp(2k)VNP
= NPp(2k+1)
NPs(2k+2) = NPs(2k+1)Aco-NP
C NPp(2k+1)Aco-NP
= NPB(2k‘ + 2)
4
SATZ 6.1.5
Fiir jede Menge A € high} und jedes B € NP mit A gﬁ B folgt B € high;.
Beweis:
Mit den Lemmata 6.1.1 und 6.1.4 folgt:
NP(k+1)=NPy(k+1) C NPg(k+1) C NP(k+1)
Damit folgt B € high%. v

6.2 low*-Mengen in der Booleschen Hierarchie

DEFINITION 6.2.1
Es sei k > 1. Eine Menge A C ¥* ist in low,% Sdef

e Ac NP
o NPy(k+1)=co-NP(k)

Das néchste Resultat ist von Interesse, weil es zeigt, dafl bei dieser Definition von
Low-Mengen low$ mit der in [Sch85] beschriebenen Menge Low? {ibereinstimmt.
Alle anderen Resultate lassen sich gut mit denen der zweiten Definition verglei-
chen.

SATZ 6.2.1
NP Nco-NP = low.

Bewelis:

C Sei A e NPnNco-NP. Da co-N P unter <1:,1—Reduktion abgeschlossen ist,
gilt RE,(A) C co-NP. Damit folgt:

NP4(2) RE.(A) A co-NP
= co-NP

= co-NP(1)

D.h. A € lows.
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D Sei A € low}, dh. NP4(2) = Rh(A) Aco-NP = co-NP. Da A € RE,(A)
und X* € co-NP ergibt sich A = AN X* € co-NP. Nach Definition 6.2.1
ist A € NP und deswegen gilt A € NP Nco-NP.

Damit gilt low$ = NP N co-NP. v

KOROLLAR 6.2.1
Low! = low3.

Beweis:
Siehe Satz 2.1.2. v

SATZ 6.2.2
Fiir jedes natiirliche k > 1 gilt lowz C lowzﬂ.

Beweis:
Sei A € low;, dann gilt NPa(k + 1) = co-NP(k). Mit Definition 6.1.1 ergibt
sich:

2| k:
NPs(k+2) = NPy(k+1)Aco-NP
= co-NP(k) Aco-NP
= co-NP(k+1)
2t k:
NPj(k+2) = NPy(k+1)VNP
= co-NP(k)V NP
= co-NP(k+1)
Damit gilt NP4 (k +2) = co-NP(k+1), d.h. A € low}_,. v
SATZ 6.2.3

Fiir jede Menge A € low; und jedes B € NP\{(} mit B <P A, folgt B e low3.

Beweis:
Mit den Lemmata 6.1.1 und 6.1.4 folgt:

co-NP(k) C NPp(k+1) C NPa(k + 1) = co-NP(k)
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7 Zusammenfassung

In Abschnitt 3 wurden unabhingig NP-vollstiandige-Mengen untersucht. Dabei
konnte gezeigt werden, daf3 solche Tupel von NP-vollstandigen Mengen existie-
ren und sich sogar ,natiirliche“ Beispiele mit anschaulichen NP-vollstédndigen
Mengen finden lassen.

Dabei bleiben noch einige sehr interessante Fragen. Sind zwei verschiedene p-
Zylinder immer unabhéngig NP-vollstindig? Ist von einem Paar unabhéingig
NP-vollstéandiger Mengen mindestens eine ein p-Zylinder?

Der darauffolgende Abschnitt verwendet die Erkenntnisse tiber unabhéngig NP-
vollstéandige Mengen um zu zeigen, dafl alle NP-vollstdndigen p-Zylinder in
high}c enthalten sind. Leider konnte dies nicht auf alle NP-vollstandigen Men-
gen verallgemeinert werden.

Bei der Untersuchung von high'- und low'-Mengen zeigte es sich, da die Be-
antwortung der Fragen

?
high,lC C hz’gh}wr1
und
?
low,lC C low,lC 41
schwierig ist.

Fiir die zweite Definition konnten die Inklusionsbeziehungen der high?- und
low?-Klassen vergleichsweise einfach gezeigt werden. Dabei wurden auch mid?-
Mengen untersucht. Es zeigt sich, dafi die Definition von low?-Mengen etwas
ungliicklich ist, da in diesem Sinne mit grofler Wahrscheinlichkeit nur die leere
Menge , low“ ist. Die intuitiv genauso schwierigen endlichen Mengen sind aller
Wahrscheinlichkeit schon nicht mehr in low,% enthalten.

Weiterhin konnte, vergleichbar zu den in [Sch85] definierten ,,High-Mengen*,
gezeigt werden, daf} alle NP-vollstdndigen Mengen in high% enthalten sind.

Die Ergebnisse der dritten Definition sind denen {iber die zweite Definition
sehr &hnlich. Allerdings kann man davon ausgehen, dafl diese Definition andere
»,High- bzw. Low“ Mengen beschreibt. Im Gegensatz zur kompakten zweiten
Definition bei der die symmetrische Mengendifferenz verwendet wird, erscheint
die dritte Definition etwas unhandlich, da die geradzahligen und ungeradzahli-
gen Stufen der Booleschen Hierarchie unterschieden werden miissen.
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