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Wie zeigt man, dass eine formale Sprache nicht reguldr ist?

= Das Pumping-Lemma ist ein Werkzeug dafiir!
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|dee des Pumping-Lemmas: Allgemeiner *Hoohschule RheinMain

Gilt das allgemein?

()

@ Wenn ein endlicher Automat n Zustédnde hat,
dann miissen akzeptierte Wérter der Lange > n eine Schleife durchlaufen

@ Diese Worter kann man aufpumpen: vvw, vvvw ,uvvovw, ...
Allgemein: wv'w fiir i = 0,1,2, ... liegen in der erkannten Sprache
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Das Pumping— Lemma )' Hochschule RheinMain

Jede reguldre Sprache L hat die folgende Pumping-Eigenschaft:
Es gibt eine Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestldnge n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

o |uv| <n
° |v|>1

o fiir alle i > 0: wv'w € L.

Die Zahl n nennt man auch die Pumping-Konstante der Sprache L
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Beweis des Pumping-Lemmas (1) *Hoohschule RheinMain

@ Sei M = (Z,%,0, 20, FE) ein DFA, der L akzeptiert mit |Z| = n.
e Jeder Lauf fiir ein z € L besucht |z| + 1 Zusténde. Sei |z| > n.
Sei qo,q1, - - - q).| die besuchte Folge mit g0 = 2o und q,| € E.
e Da |Z| = n, wird spatestens nach Lesen von n Zeichen ein Zustand erneut besucht

@ Sei g (mit k < n) der erste Zustand, der bereits besucht wurde:
D.h. es gibt j < k, sodass g = ¢; und k ist minimal, z = uvw mit
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Beweis des Pumping-Lemmas (2) *Hoohschule RheinMain

D.h. es gibt j < k, sodass g, = ¢; und k ist minimal, z = uvw mit

Wir zeigen nun die drei geforderten Eigenschaften der Zerlegung:
e Aus j < k folgt |v| > 1.
e Aus k < n folgt |uv| < n.
e Fiir i = 0: Aus ¢; = gy, folgt 5(qo7 u) =gqj = g(qo,uv) = g, und somit
(5(qo,uw) = (5(q0,uvw) =q € E, dh. w'w e L(M).
Sei i > 0. Aus 5(q], v) = qx = ¢; folgt 5(q], ) = g; und daher
5(qo,uv w) = 0(qp, viw) = 5(qj, w) = qp,| € E. Daher gilt uv'w € L(M). O



Endliche SpraChen )' Hochschule RheinMain

Es gibt eine Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

o |uv| <n
o |v|>1

o fiir alle i > 0: wv'w € L.

Als pradikatenlogische Formel:
In € N: Vz € Li(|z| > n = Ju,v,w:(z=uvw A |uv| <n A v| > 1AV > 0:(uwv'w € L)))

Warum erfiillen endliche Sprachen das Pumping-Lemma?
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Es gibt eine Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

o |uv| <n
o |v|>1

o fiir alle i > 0: wv'w € L.

Als pradikatenlogische Formel:
In € N: Vz € Li(|z| > n = Ju,v,w:(z=uvw A |uv| <n A v| > 1AV > 0:(uwv'w € L)))
Warum erfiillen endliche Sprachen das Pumping-Lemma?

Waihle n groBer als die Lange des langsten Worts!



Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

@ Pumping-Lemma:
Sprache reguldr = Sprache erfiillt die Pumping-Eigenschaft

@ Zeige, dass eine Sprache nicht regular ist, durch Kontraposition:

Sprache erfiillt nicht die Pumping-Eigenschaft
= Sprache ist nicht regular J




Umformung der negierten Pumping-Eigenschaft *Hochschule RheinMain

=(In € NVz € L:(|z| > n = Ju, v, w:(z=uvw A lwv| < n A o] > 1AV > 0:(wiw € L)))
> Vn € Nin(Vz € Li(|2| > n = Ju, v, w:(z=uvw A [uv| < n A o] > 1AV > 0:(wiw € L)))
)

)
)
)

—— Vn € N:(3z € L:(=(|2] > n = Ju,v,w:(z=uvw A luv| < n A |v| > 1AV > 0:(uviw € L)))))
+— ¥n € N:(Fz € L:(=(=(|z] > n) V Fu, v, w:(z=uvw A luv| < n A |v| > LAV > 0:(uwviw € L))))))
= Vn € N:(3z € L:((|z] > n) A ~(Fu, v, w:(z=vvw A |uv| < n A o] > 1AV > 0:(uwvw € L)))))
> ¥n € N:(3z € L:((|z] = n) A (Yu, v, w:(=(z=uvw A luv| < n A |v| > 1AV > 0:(uviw € L))))))
+—— Yn € N:(3z € L:((|z] > n) A (Yu, v, w:(=(z=wvw A luv| < n A o] > 1)V =(¥i > 0:uviw € L)))))
«—— VYn € N:(3z € L:((]z| > n) A (Vu, v, w:((z=uvw A |uv] <n Alfv| > 1) = (Vi>0uvinL)))))
«—— Vn € N:(3z € L:((|z] > n) A (Vu, v, w:((z=uvw A |[uv] < n A o] > 1) = 3 > 0wv'w € L)))))



Umformung der negierten Pumping-Eigenschaft *HochschuleRheinMain

=(3n € N:¥z € Li(]2] > n = Ju,v, w:(z=wvw A |uv| < n A jv| > LAV > 0:(w'w € L))))
—— Vn € Nin(Vz € Li(|2] > n = Ju, v, w:(z=uvw A [uv| < n A fv| > 1AV > 0:(wiw € L))))
—— ¥n € N:(Fz € L:(=(|z] > n = Ju,v,w:(z=wvw A luv] < n A v| > 1AV > 0:(uwv'w € L)))))
—— ¥n € N:(Fz € L:(=(=(|z| > n) V (Fu, v, w:(z=uvw A luwv| < n A jv] > 1AV > 0:(uwiw € L))))))
= Vn e N:(3z € L:((|z] > n) A ~(Fu, v, w:(z=vvw A Juv| < n A o] > 1AV > 0:(uv'w € L)))
> ¥n € N:(Fz € L:((|2] > n) A (Yu, v, w:(=(z=uow A |uv| < n A |v| > 1AV > 0:(uviw € L))
«— VYneN:(3z € L:((|z| = n) A ( (=(z=uvw A Juv| < n A o] > 1)V =(Vi > 0:uv'w € L)))))
> Vn € N:(3z € L:((|2] > n) A (Yu, v, w:((z=uvw A Juv| < n Afv| > 1) = =(¥i > Ouviw € L
( ((Jz] = n) A (Yu, v, w:((z=uvw A Juv| <n A fv| > 1) = Fi > 0uviw ¢ L)))

Fiir jede Zahl n € N gibt es ein Wort z € L mit |z| > n,
sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit

Y, v, w:

+—— Vn e N:(3z € L:

= -

o |uv| <n und
o |v|>1

ein i > 0 existiert mit uv'w & L.



Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a/l’ | j € Ny} ist nicht regulir. I

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:




Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a/l’ | j € Ny} ist nicht regulir. I

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:




Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a/l’ | j € Ny} ist nicht regulir. I

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:

@ Sei n € N beliebig. Wir wahlen z € L:
z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).




Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a/l’ | j € Ny} ist nicht regulir. I

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:

@ Sei n € N beliebig. Wir wahlen z € L:
z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).

@ Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z,
sodass |uv| < n und |v| > 1.



Anwendung des Pumping-Lemmas *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a/l’ | j € Ny} ist nicht regulir. I

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:
@ Sei n € N beliebig. Wir wahlen z € L:
z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).
@ Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z,
sodass |uv| < n und |v| > 1.

e Dannistu=a",v=0a*mitr+s<mn,s>0und w=a'd” mitr+s+t=n.
Daher kdonnen wir z.B. 7 = 2 wahlen und erhalten
w'w = ww = a"a*a*a’b” = a0 ¢ L,da s > 0. O



Beweise Nicht-Regularitat als Spiel *Hochschule RheinMain

Sei L die formale Sprache.
© Der Gegner wahlt die Zahl n € IN.
@ Wir wihlen das Wort z € L mit |z| > n.
© Der Gegner wahlt Zerlegung z = uvw mit |uv| < n und |v| > 1.

@ Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein ¢ > 0 angeben kdnnen,
sodass uv'w ¢ L.

Wenn wir das Spiel fiir alle Wahlméglichkeiten des Gegners
gewinnen, dann haben wir die Nichtregularitdt von L nachgewiesen.



BGISplel )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a? | p ist Primzahl} ist nicht regular.

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:

@ Sei n € N vom Gegner gewahlt.
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@ Sei n € N vom Gegner gewahlt.

@ Wir wihlen z € L als z = a” mit p ist die nichste Primzahl, die gréBer gleich n
ist.



BGISplel )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a? | p ist Primzahl} ist nicht regular. I

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:

@ Sei n € N vom Gegner gewahlt.

@ Wir wihlen z € L als z = a” mit p ist die nichste Primzahl, die gréBer gleich n
ist.

@ Der Gegner wihlt Zerlegung u = a”, v = a®, w = a’ mit vow = a?, Juv| < n,
|[v| > 1 (und damit s > 1).



BeISplel )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a? | p ist Primzahl} ist nicht regular. I

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:

@ Sei n € N vom Gegner gewahlt.

Wir wahlen z € L als z = aP mit p ist die ndchste Primzahl, die groBer gleich n
ist.

|[v| > 1 (und damit s > 1).

Wir wihlen i = p 4+ 1. Dann ist uv'w € L, denn
w'w = a”(a®)PHat = @ TP = grésphstt — gspte — P (st ynd fiir

Q
@ Der Gegner wihlt Zerlegung u = a”, v = a®, w = a’ mit vow = a?, Juv| < n,
Q

s > 1 folgt, dass p- (s + 1) keine Primzahl sein kann. OJ



Wo ist der Fehler in folgendem Beweis?

Aussage: Die Sprache L = {a"b™ | n € Ny} ist nicht regular.
Beweis. Sei n = 100 (1).

Wir wihlen z = a1905100 (2).

Dann gilt z € L (3) und |z| > n (4).

Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z (5) mit |uv| < n
(6) und |v] > 1 (7).

Dann ist fir i = 0: w'w = a'%~1?Ip1% (8) und daher
w’w ¢ L (9).

Daher verletzt L die Pumping-Eigenschaft fiir regulare Spra-
chen (10) und L ist daher nicht regular (11).

al Hochschule RheinMain
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Wo ist der Fehler in folgendem Beweis?

Aussage: Die Sprache L = {a™b™ | n € Ny} ist nicht regular.
Beweis. Sei n > 0 (1).

Wir wihlen z = a™b™ (2).

Dann gilt z € L (3) und |z| > n (4).

Wir zerlegen z = wvw mit u = €, v = a, w = a" 1b"(5).
Dann gilt Juv| < n (6) und |v| > 1 (7).

Dann ist fiir i = 0: uv'w = a™ 16" (8) und daher uvw ¢ L
(9)-

Daher verletzt L die Pumping-Eigenschaft fiir regulare
Sprachen (10) und L ist daher nicht regular (11).
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Wo ist der Fehler in folgendem Beweis?

Aussage: Die Sprache L = {a™a™ | n € Ny} ist nicht regular.
Beweis. Sei n > 0 (1).

Wir wihlen z = a™a™ (2).

Dann gilt z € L (3) und |z| > n (4).

Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z (5) mit juv| < n
(6) und |v] > 1 (7).

Dann ist fiir i = 0: wv'w = a™~*la™ (8) und daher uvw ¢ L
(9).

Daher verletzt L die Pumping-Eigenschaft fiir regulare
Sprachen (10) und L ist daher nicht regular (11).

al Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

6750 1376




BeiSpieI al Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a™ | n ist Quadratzahl} ist nicht regular.

@ Sei n € N vom Gegner gewshlt.



BeiSpieI al Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a™ | n ist Quadratzahl} ist nicht regular.

@ Sei n € N vom Gegner gewshlt.
@ Wir wahlen z = ™ e L.



Belsp|e| )‘ Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a™ | n ist Quadratzahl} ist nicht regular.

@ Sei n € N vom Gegner gewshlt.
@ Wir wahlen z = ™ e L.

@ Sei z = uvw vom Gegner zerlegt, sodass |uv| < n und |v| > 1.



BGISplel )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a™ | n ist Quadratzahl} ist nicht regular. I

@ Sei n € N vom Gegner gewshlt.
@ Wir wahlen z = ™ e L.

@ Sei z = uvw vom Gegner zerlegt, sodass |uv| < n und |v| > 1.

@ Wir wihlen i = 2, d.h. wir betrachten uv?w = a.

o 1+n% <k (denn v| >1)

o k <n?+n (denn |uv| < n und daher |v| < n).
Dann kann k jedoch keine Quadratzahl sein, denn n? +n = (n+1)-n < (n+1)2.
Daher gilt uv?w & L.
Das Pumping-Lemma zeigt somit, dass L nicht reguldr ist. O




BeiSpieI al Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a®" | n € Ng} ist nicht regular.

Beweis:
@ Sei n € N beliebig.
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Die Sprache L = {a®" | n € Ng} ist nicht regular.

Beweis:
@ Sei n € N beliebig.
@ Sei z € L mit |z| > n das Wort z = a?".



BeiSpieI al Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a®" | n € Ng} ist nicht regular.

Beweis:
@ Sei n € N beliebig.
@ Sei z € L mit |z| > n das Wort z = a?".

@ Sei z = wvw mit |uv| <nund v =k > 1.



BGISplel )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a®" | n € Ng} ist nicht regular. I

Beweis:
@ Sei n € N beliebig.
@ Sei z € L mit |z| > n das Wort z = a?".

@ Sei z = wvw mit |uv| <nund v =k > 1.

e Dannist 1 < k <n und w?w = a®" % und 2" + k # 2! da
2" 4 k< 2t =2n 4 2" denn k < n < 27
Daher ist uv?w ¢ L.

Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. O



BeiSpieI al Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {w € {a,b}* | w ist Palindrom} ist nicht regular.
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Beispie| )‘ Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {w € {a,b}* | w ist Palindrom} ist nicht regular.

@ Sei n € N beliebig.
e Wir wahlen z = a"ba™ € L als Wort mit Mindestlange n.



Beispie| )‘ Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {w € {a,b}* | w ist Palindrom} ist nicht regular.

@ Sei n € N beliebig.
e Wir wahlen z = a"ba™ € L als Wort mit Mindestlange n.

@ Sei z = uvw mit |uv| < n und |v| > 1.



Beispie| )' Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {w € {a,b}* | w ist Palindrom} ist nicht regular.

@ Sei n € N beliebig.

e Wir wahlen z = a"ba™ € L als Wort mit Mindestlange n.

@ Sei z = uvw mit |uv| < n und |v| > 1.

o Dann ist uvw = a*ba™ mit k = n — |v| < n kein Palindrom.

Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. U



Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend *HochschuleRheinMain

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a*b'c! | k,1 € No} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
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Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a*b'c! | k,1 € No} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
@ Sei n > 1 beliebig.
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Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
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Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend *HochschuleRheinMain

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a*b'c! | k,1 € No} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
@ Sei n > 1 beliebig.
@ Sei z€ L mit |z| >n
e Wenn z € {b,c}*, zerlege z = uwvw mit u = ¢,v das erste Symbol von z und w der
n — 1-Zeichen lange Suffix von z. Offensichtlich gilt [v| > 1, |uv| < n und
wvlw € {b,c}* C L fiir alle i € No.



Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend *HochschuleRheinMain

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a*b'c! | k,1 € No} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:

@ Sei n > 1 beliebig.

@ Sei z€ L mit |z| >n

e Wenn z € {b,c}*, zerlege z = uwvw mit u = ¢,v das erste Symbol von z und w der
n — 1-Zeichen lange Suffix von z. Offensichtlich gilt [v| > 1, |uv| < n und
wv'w € {b,c}* C L fiir alle i € Np.

@ Wenn z von der Form a*blc! ist und z ¢ {b,c}*, dann muss k > 0 gelten und wir
zerlegen z = wvw mit u = ¢, v = a, w = a*~1blc!. Da |v| = 1, |uv| < n und
wiw = a" Tl € L fiir alle i € Ny, erfiillt L die Eigenschaften des
Pumping-Lemmas.



Mengendiagramm *Hoohschule RheinMain
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\
Cuare SpraD

Alle Sprachen
.




Mengendiagramm y TR
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\
@am SpraD

Alle Sprachen

Das Pumping-Lemma kann nicht verwendet werden,
um zu zeigen, dass eine Sprache regular ist.




Welche der folgenden Aussagen sind korrekte Formulierungen des Pumping-Lemmas?

1. Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 1: Es gibt ein Wort z aus
L, welches Mindestlinge n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = wvw mit mit |uv| < n und
|v] > 1 gibt es ein @ > 0 mit uv®w liegt nicht in L.

2. Sei L eine formale Sprache. Dann ist L reguldr, genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl
n > 1 gibt, sodass jedes Wort z aus L, welches Mindestlinge n hat, als z = wvw geschrieben
werden kann, mit |uv| < n, [v| > 1, und uv®w liegt in L fiir alle 4 > 0.

3. Sei L eine formale Sprache. Dann ist L keinesfalls regulir, falls fiir jede natiirliche Zahl n > 1
gilt: Es gibt ein Wort z aus L, welches Mindestldange n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = uvw
mit |uv| < nund |[v] > 1 gibt es ein @ > 0 mit uv"w liegt nicht in L.

4. Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus
L, welches Mindestlinge n hat, als z = uwvw geschrieben werden kann, mit |[uv| < n, |[v| > 1,
und uv®w liegt in L fiir alle 5 > 0.

5. Sei L eine formale Sprache und es gibt eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus L,
welches Mindestlinge n hat, als 2 = uvw geschrieben werden kann, mit |uv| < n, |v] > 1,
und uv®w liegt in L fiir alle 4 > 0. Dann ist L regular.

al Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

6750 1376




Zusammenfassung Pumping-Lemma *Hochschule RheinMain

@ Das Pumping-Lemma formuliert eine notwendige Bedingung fiir reguldre
Sprachen:

Sehr informell:

Woérter einer reguldren Sprache kénnen aufgepumpt werden, wenn sie lang
genug sind.

e Anwendung:
L erfiillt die Pumping-Eigenschaft nicht = L nicht reguldr

@ Das Pumping-Lemma gibt keine hinreichende Bedingung fiir reguldre Sprachen,
d.h. Regularitat kann nicht mit dem Pumping-Lemma gezeigt werden.

@ Nicht-Regularitat widerlegen funktioniert nicht in jedem Fall mit dem
Pumping-Lemma!



Abschlusseigenschaften *Hochschule RheinMain

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss.

D. Sabel | AFS — 05 Regularitit widerlegen | SoSe 2025 24/38 Abschlusseigenschaften



Abschlusseigenschaften *Hochschule RheinMain

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss.

Beweis:

Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch reguldre Ausdriicke
erzeugt und sind daher reguldre Sprachen:

@ Benutze reguldre Ausdriicke g, e mit L(«;) = L.

o (aq]ag) erzeugt L(ai|ag) = L) U L(ag) = Ly U Lo,

@ ajay erzeugt L(ayas) = L(ag)L(ae) = L1 Lo und

o (aq)* erzeugt L(ay)* = L7. O
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Abschlusseigenschaften (2) *Hochschule RheinMain

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. I
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Abschlusseigenschaften (2) *Hochschule RheinMain

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. I

Beweis:

e Sei M = (Z,%,0, 29, F) ein DFA der L akzeptiert.
e Dann akzeptiert M = (Z,%,9, 29, Z \ E) die Sprache L
(d. h. das Komplement von L): ~
Offensichtlich gilt (6(z0,w) € E) <= —(d(20,w) € Z\ E)

o Daher ist L regular.
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Abschlusseigenschaften (3) y R

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. I
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Abschlusseigenschaften (3) y R

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. I

Beweis:

e Folgt aus L; N Ly = Ly U Ly und da regulire Sprachen abgeschlossen bez.

Vereinigung und Komplementbildung.
Alternativ:

@ Seien M1 = (Zl, 2,51,201,E1) und M2 = (ZQ,E,(SQ,ZOQ,EQ) DFAS,
die Ly = L(M;) und Ly = L(M;) akzeptieren.

@ Produktautomat von Mj und Ms ist der DFA
M = (Zl X L2, 2,0, (201,202)7E1 X Eg) mit
5((z,2"),a) = (81(2,a),02(2', a)) fir alle a € ¥ und (z,2") € Z; x Zs.

o M akzeptiert L1 N Lo, denn es gilt:
8\((2071, Zog),lu) S (El, EQ) <~ <(§\1(Zo,1,w) WA 8\2(2072,11)) € E2>.
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Bei5p|6| PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain

a,b
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Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

a,b

D. Sabel | AFS — 05 Regularitat widerlegen | SoSe 2025 27/38 Abschlusseigenschaften




Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

M1:
)
b

M2:

a,b Lauf fiir bbaa b
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Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

a,b Lauf fiir bbaa b
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Bei5p|6| PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

M1:
)
b

M2:

a.b Lauf fiir bbaa b
)
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Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

a,b Lauf fiir bbaa b
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Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

b a
a
M1:
b
a,b
b
@
a y
a,b Lauf fiir bbaa b a
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Beisplel PrOdUktaUtomat al Hochschule RheinMain
Produktautomat M; x My

a,b Lauf fiir bbaa b
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Abschlusseigenschaften zusammengefasst *Hochschule RheinMain

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereingung, Schnitt,
Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem Abschluss.
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Die regularen Sprachen sind abgeschlossen unter Schnitt:
Wenn L; reguldr und Lo reguldr dann ist auch Ly N Ly regular.

Welche Folgerungen sind korrekt?

1. Wenn L3 := Ly N Ls nicht regular ist, dann ist weder Ly
noch Ly regular.

2. Wenn L3 := Ly N Ly regulér ist, dann sind Ly und Lo
regular.

3. Wenn L3 := L1 N Lo nicht reguldr ist und Ly regular ist,
dann ist Ly nicht regulr.

4. Wenn Li und Lo jeweils nicht reguldr sind, dann ist
L3 := Ly N Ly ebenfalls nicht regular.

al Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

6750 1376




Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (1) *HochschuleRheinMain

Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht regular.

Beweis:

Durch Widerspruch:
@ Annahme L ist regular.
e Dann ist L auch regulir.
o L ={a}*\ L= {a"|n ist eine Primzahl} ist nicht regulir (bereits gezeigt)
@ Widerspruch! Daher ist L nicht regular.

D. Sabel | AFS — 05 Regularitit widerlegen | SoSe 2025 30/38 Abschlusseigenschaften



Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (2) *HochschuleRheinMain

Die Sprache L = {w € {a,b}* | #4(w) = #(w)} ist nicht regular.

Beweis:

Durch Widerspruch:
@ Annahme: L ist regular. b

@ Sprache L' = {a"b™ | n,m € Ny} ist reguldr, da
der folgende NFA mit e-Ubergingen L' erkennt.  —p

e Da L und L’ regulir sind, ist auch L N L’ regular.
o LNL ={a’VV | j € Ny} ist aber nicht regulir (wie bereits gezeigt)
o Widerspruch! D.h. L ist nicht regular.
31/38



Vorsicht: Die folgenden Beweise sind alle falsch! *Hochschule RheinMain

e FALSCH: L, = {z" | n > 0} ist regular, reguldre Sprachen sind abgeschlossen
unter Produktbildung, also L,L, = {a™b™ | n > 0} ist regular.

e FALSCH: L. = {a"™™ | n < m} ist nicht reguldr, L> = {a"0™ | n > m} ist
nicht regular, also ist Lo U L> = {a"b™ | n < m oder n > m} nicht regular.

e FALSCH: L; = {g,c} ist reguldr, Lo = {a™b™ | n > 0} ist nicht regular, also ist
L={ca™" | n>0,i € {0,1}} nicht regular.
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Vorsicht: Die folgenden Beweise sind alle falsch! *Hoohschule RheinMain

e FALSCH: L, = {z" | n > 0} ist regular, reguldre Sprachen sind abgeschlossen
unter Produktbildung, also L,L, = {a™b™ | n > 0} ist regular.

e FALSCH: L. = {a"™™ | n < m} ist nicht reguldr, L> = {a"0™ | n > m} ist
nicht regular, also ist Lo U L> = {a"b™ | n < m oder n > m} nicht regular.
e FALSCH: L; = {g,c} ist reguldr, Lo = {a™b™ | n > 0} ist nicht regular, also ist
L={ca™" | n>0,i€{0,1}} nicht regulir.
RICHTIG: L = {c!a™" | n > 0,i € {0,1}} ist nicht regular:

Annahme: L reguldr. Da L(a*b*) reguldr, ist auch L N L(a*b*) regular.
Aber L N L(a*b*) = {a™b™ | n > 0} ist bekanntermaBen nicht regular.
Widerspruch! L kann nicht regular sein.
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Entscheidbarkeitsresultate: Wortproblem *Hoohschule RheinMain

@ Bereits gezeigt: Das Wortproblem fiir Typ 1,2,3-Sprachen ist entscheidbar.

e Fiir DFAs ist das Wortproblem in Linearzeit in der Lange des Wortes [6sbar, denn

~

die Berechnung von §(zp, w) braucht fiir einen DFA nur |w| Schritte.
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Entscheidbarkeitsresultate: Leerheitsproblem *HochschuleRheinMain

Das Leerheitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I
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Entscheidbarkeitsresultate: Leerheitsproblem *HochschuleRheinMain

Das Leerheitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I

Beweis:

@ Sei L regulare Sprache und sei M ein DFA mit L(M) = L.

@ Dann gilt L = () genau dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu
einem Endzustand in M gibt.

@ Dies kann man leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M
tiberpriifen.
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Endlichkeitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Endlichkeitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I

Beweis:

@ Sei L reguldr und M ein DFA mit L(M) =L

e Es gilt |L] < co g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand
gibt, der eine Schleife enthilt.

@ Priife dies mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M.
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Schnittproblem fiir reguldre Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Schnittproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I
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Schnittproblem fiir reguldre Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Schnittproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. I

Beweis:

@ Seien L1, Ly regulare Sprachen.

e Seien M, My DFAs mit L(M;) = L;.

@ Berechne den Produktautomaten M mit L(M) = Ly N Lo
@ Priife das Leerheitsproblem fiir L(M).
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Aquivalenzproblem fiir reguldre Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen ist entscheidbar. I
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Aquivalenzproblem fiir reguldre Sprachen *Hochschule RheinMain

Das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen ist entscheidbar. I

Beweis:

Seien Ly, Lo reguldre Sprachen.
Seien My, My DFAs mit L(M;) = L;.

Berechne die Minimalautomaten von M7 und My

Priife die Minimalautomaten auf Isomorphie.
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Zusammenfassung: Regulare Sprachen *Hochschule RheinMain

Formalismen: Reguldre Grammatiken, DFAs, NFAs (mit oder ohne a—Ubergénge),
reguldre Ausdriicke,

Aquivalenzklassenautomat und Minimierung von DFAs

NFA in DFA: Determinisierung mit Potenzmengenkonstruktion
Pumping-Lemma (Pumping-Eigenschaft notwendig, nicht hinreichend!)
Nicht-Regularitdt nachweisen: Pumping-Lemma

Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Entscheidbarkeitsresultate fiir reguldre Sprachen
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