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Kellerautomaten: Motivation

a Hochschule RheinMain

o Endliche Automaten (DFA & NFA) haben fast keinen Speicher
o Einziger Speicher dort sind die Zustdnde, daher endlicher Speicher

@ Daher z.B. unmdglich {w$w | w € {a,b,c}*} zu erkennen:

Man miisste beim Lesen von w alle gelesenen Zeichen speichern,
um sie dann beim Lesen von W zu vergleichen.

Kellerautomaten: Fiigen einen beliebig groBen Speicher hinzu
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e

linear beschrankte
Turingmaschine

Grammatiken & Maschine fiir die Chomsky-Hierarchie

alle Sprachen

Typ 1-Grammatik
C—=r =l <|r|

kontextsensitiv

(nichtdet.)
K frei Typ 2-Grammatik Kellerautomat
ontextirel A—r (nichtdet.)
reculir Typ 3-Grammatik endlicher Automat
s ] A — a[B] (det. & nichtdet.)
B . P0: . ChL Detcris Entcheiar |
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‘| PUSH-DOWN
AUTOMATON

Kellerspeicher

o Kellerautomaten haben Kellerspeicher
(Stack, LIFO-Speicher, last-in-first-out-Speicher)

@ Unendlich groBer Speicher als Stapel,
auf den nur von oben zugegriffen werden kann.

@ Zustandsiibergang: R Ty
Endlicher Automat Kellerautomat

Eingabe | Zustand und Zeichen oder € | Zustand, Zeichen oder £ und oberstes
Symbol im Keller

nachster Zustand und Sequenz von
Kellersymbolen, die das erste Symbol

ersetzen
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Ausgabe | nichster Zustand
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Kellerautomat: lllustration

Qn

«—— Eingabeband

\ Lesekopf (bewegt sich nur nach reChtS)

endliche

Steuerung «———— Zugriff auf Keller nur von oben

Ay
A

[aex]oa] -
>

A, «— Keller
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[llustration: Zustandsiibergang

!
(2/,B1--- By) € 6(z,a, A)
s

Kellerautomaten: Definition
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Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA, pushdown automaton) ist ein Tupel
M = (Z,%,T,0,z,#), wobei

o Z ist eine endliche Menge von Zustinden,

e Y ist das (endliche) Eingabealphabet,

o T ist das (endliche) Kelleralphabet,

0 0:(Zx(ZU{e}) xT) = Pe(Z x I'*) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion,
@ 29 € Z ist der Startzustand und

o # €T ist das Startsymbol im Keller.

V.

(2/,By -+ Bg) € (2,a,A) bedeutet: im Zustand z bei Eingabe a und A oben auf dem
Keller darf der PDA in Zustand 2’ wechseln:

Dabei wird A durch Bj --- By, ersetzt (Bj liegt oben; k = 0 ist erlaubt)
o
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Bemerkungen

Mit unserer Definition von PDAs:
@ PDAs sind nichtdeterministisch
o PDAs erlauben e-Uberginge
@ PDAs haben keine Endzustinde!
Wir werden sehen:
@ Akzeptieren: Wenn Eingabe verarbeitet und Keller leer

o Am Anfang: Keller enthdlt #
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Konfigurationen

@ Buchfiihren wahrend einer Berechnung mit dem PDA:
akueller Zustand, Resteingabe, aktueller Kellerinhalt

@ Wird dargestellt durch PDA-Konfiguration

Sei M = (Z,%,T,0, zp, #) ein PDA.
Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (z,w, W)

mit z € Z, w e ¥*, W e I'*.

Die Menge aller Konfigurationen fiir M ist daher Z x ¥* x I'*.

@ 2z ist der aktuelle Zustand
@ w ist die Resteingabe
o W ist der Kellerinhalt
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Transitionsrelation

Fiir einen PDA M = (Z,3,T, 6, z0, #) definieren wir
Fau C(Zx X" xT*) x (Zx X" xT™)

durch:
o (2,a1 " an, A1+ -Ap) b (25 a2+ -an, WAz - -Ap,) falls (2, W) € 6(z,a1, A1)
und
o (z,w, A1 -Ap) bar (2,0, WAy - Apy) falls (2/, W) € 6(z,¢, Ay).

Weitere Notation:
° '_g*\/f = reflexiv-transitive Hiille von
@ I, = i-fache Anwendung von
o Wenn M eindeutig: - statt Fjy
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Quiz 1 zur Wiederholung

arsnova.hs-rm.de

6750 1376

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten ist ein Tupel =
(z,w, W).

Was sind z, w und W7

Bringe die Antworten in die richtige Reihenfolge.
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Quiz 2 zur Wiederholung

arsnova.hs-rm.de

6750 1376

Sei (¢, BCD) € §(z,a, A) ein Ubergang eines PDAs..
Dann gilt fiir die Transitionsrelation (z, aw, AW) =777
Was ist fiir 777 einzusetzen?



Quiz 3 rdilg WiederhOIUng *Hochschule RheinMain PDA Akzeptierte SpraChe *Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

6750 1376

- Sei M = (Z,%,T, 6, 20,#) ein PDA. Die durch M akzeptierte Sprache L(M) ist
definiert als

Sei (¢, BCD) € §(z,¢, A) ein Ubergang eines PDAs.
Dann gilt fiir die Transitionsrelation 777 F777 # L(M) = {w € =* | (20, w, #) F* (2, ¢,€) fiir ein z € Z).

Notation als Zustandsgraph *Hochschule RheinMain Beispiel *Hochschule RheinMain

PDA M = ({20, 21}, {a, b}, {B, #}, 0, z0, #) mit
o Darstellung analog zu DFA / NFA 6(20,a, #) ={(20, B#)} (20,0, B) ={(21,€)} (21,8, #) ={(21,€)}
e Fiir (2/,By--- By) € 6(2,a, A) zeichnen wir 6(20,a,B)={(20, BB)}  6(21,b,B)={(21,€)}  6(20.e,#)={(20,€)}
und 6(z;, ¢, A) = 0 in allen anderen Fillen
(a,A) : By -+ By
@—p@ Zustandsgraph dazu:
(a,#): B#, (e,#):¢, (a,B): BB (b,B):e, (e,#):¢

@ Beachte, dass das Startsymbol im Keller bekannt sein muss (iiblicherweise #)
(b,B):¢

20
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(e, #) : ¢

Beispiel (2)
(a,#): B#, (e,#):e, (a,B): BB (b,B) : e

(b,B):¢
—»( 20 > Al

o M akzeptiert €, denn (29, ¢, #) F (20,¢,¢€).
o M akzeptiert das Wort o’ fiir i > 0, da

(ZO)aibi)#) t (Zo’aiilbivB#) F* (ZovbiaBi#) |_ (Zlabiil)Biil#) F* (21,57#) F (21757 6)

o andere Worter werden nicht akzeptiert:
o fiir jedes gelesene a, gibt es B im Keller, das durch Lesen von b abgebaut werden muss
@ Verbleiben mit a in zg, Wechsel mit b in z1: Dort kénnen nur b's gelesen werden.

o L(M) = {a'b | i € No}
o

) Hochschule RheinMain

Weiteres Beispiel (2)

((l, #) : A#v (b7 #) : B#r ((l,A) g,
(a,A) : AA, (b,A): BA, (b,B) :¢,
(a,B): AB, (b,B):BB (e,#):¢

(a,4) 4, ()4 (a,4): A,
(a,B): B, (b,A):A, (bB):B,
(e.4):A , (©B):B, (c#):#

—»{ <0 »( 21

L(M) = {w € {a,b}* | w ist Palindrom}:
@ In 2y werden die gelesenen Zeichen (als A, B) auf den Keller gelegt
@ In z; werden sie dann wieder abgearbeitet (durch Lesen von a,b)

o Wechsel von zy zu z; mit einem Zeichen (fiir Palindrome uat, ubt) oder mit &
(fiir Palindrome uw).

@ Richtiger Zeitpunkt des Wechsels: Macht der Nichtdeterminismus.
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Weiteres Beispiel

Sei M = ({ZOaZ1}7 {a7 b}7 {Ava#}76a 205 #) mit

5(2070‘7 #) = {(Z[),A#) (21’#)} 6(20,¢, A4) = {(ZlvA)}
6(20,b,#) = {(20, B#), (21, #)} 6(z0,€, B) = {(21, B)}
§(20,a, A) = {(20, AA) (21, 4)} (20,6, #) = {(21,#)}
6(20,b, A) = {(20, BA), (21, 4)} 6(z1,a,A) = {(21,€)}
5('20’@7 B) = {(z ) (ZlvB)} 6(Zl’bv B) = {(217 )}
(20,6, B) = {(20, BB), (21, B) } 8(z1,6,#) = {(21,8)}

und 6(z;, ¢, C') = ( fiir alle anderen Fille.

(a,#) : A#., (b, #) : B#, (a,A) : ¢,
(a,A) : AA, (b, A): BA, (b,B) :¢,
(a,B) : AB, (b,B): BB (e, 4
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Sortieren Sie die Sprachen, entsprechend der Reihenfolge
der folgenden Kellerautomaten, sodass die i-te Sprache
vom i-ten Kellerautomaten erkannt wird.

arsnova.hs-rm.de
6750 1376

PDA 1:

(a B). BB
(a,B):BB

PDA 2:_’0 (a.#) : BBBBBB# /Q\

Z0

(a.#): B#
(a, B): BB# (b,B):=

PDA 3: *Q% (,B): = O

1 {a"®™ | n >0} 2. {a™™ |n >0} 3. {a®"b" |n >0}



Akzeptanz durch Endzustande *Hochschule RheinMain Aquivalenz: Akzeptanz durch Endzustinde / leeren Keller *Hochschule RheinMain

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat mit Endzustédnden (PDA mit Fiir jeden Kellerautomat mit Endzustinden M kann ein Kellerautomat M’ (ohne
Endzustinden) ist ein Tupel M = (Z,%,T, 4, 29, #, ) wobei Endzustinde) konstruiert werden, so dass L(M) = L(M’) gilt
o 2 i e eneliEoe e vei ZUSEee, Skizze: Neuer Zustand zum Leeren des Kellers und neues Kellersymbol, um in den
o ¥ ist das (endliche) Eingabealphabet, neuen Zustand zu wechseln.
o I'ist das (endliche) Kelleralphabet
0 5:Zx ((RU{e}) xT) = Pe(Z x I'*) ist die Uberfiihrungsfunktion Fiir jeden Kellerautomat M kann ein Kellerautomat mit Endzustinden M’ konstruiert
@ 29 € Z ist der Startzustand, werden, so dass L(M) = L(M’) gilt.

o # €T ist das Startsymbol im Keller und
o F C Z ist die Menge der Endzustande.
Ein PDA mit Endzustanden akzeptiert die Sprache

Skizze: Neuer Endzustand und neues Kellersymbol zum Wechseln in den Endzustand

PDAs mit Endzustinden und PDAs ohne Endzustinde (mit Akzeptanz durch leeren

L(M) ={w € X" | (20, w, #) I (2,6, W) und z € E}. Keller) sind dquivalente Formalismen.
V.

a Hochschule RheinMain Aq u |Va Ienz PDAS u nd CFLS a Hochschule RheinMain

AQUIVALENZ VON
KELLERAUTOMATEN UND
KONTEXTFREIEN SPRACHEN

Ziel:

Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen.
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Aq u iva Ienz: P DAS u nd C F LS *Hochschule RheinMain C FG — P DA *Hochschule RheinMain

Ideen:
@ Wir zeigen, dass PDAs genau die Typ 2-Sprachen erkennen. @ CFG in Greibach-Normalform gegeben
@ Beweis in zwei Teilen: o PDA simuliert Linksableitung S = w
@ Konstruktion eines PDA aus CFG in Greibach-Normalform @ Da CFG in Greibach-Normalform, sieht eine Linksableitung nach i-Schritten

@ Konstruktion einer CFG aus einem PDA immer so aus:

i . CEEY .
(sogenannte Tripelkonstruktion) S='ay---a;By--Bj

(PDA mit Einschrinkung: max. 2 Kellersymbole pro Schritt erzeugen) @ Start mit Eingabe w und S auf dem Keller

@ Nach ¢ Schritten, ist aq - - - a; verarbeitet und B - - - B; auf dem Keller
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CFG — PDA (2) . CFG — PDA (3) M e R

M = ({20}, %, V.4, 20,.5) mit 6(z0,a, A) := {(20, B1--- Bn) | (A = aB1---Bn) € P} ...

Beweis (Fortsetzung):
Jede kontextfreie Sprache wird durch einen Kellerautomaten erkannt. o Fiir die weiteren Fille zeigen wir fiir alle i € Ny (mit Induktion iiber )
S = a1---a;By--- By, mit einer Linksableitung genau dann, wenn

(20,01 - - a;w, S) F (20, w, By - - - Bpy) fiir alle w € £*.

Beweis:
@ Sei L eine CFL und G = (V, %, P,S) mit L(G) = L\ {e} in Greibach-Normalform. e Basis i = 0: gilt, denn S =% S und (20, w, S) F° (20, w, S)
o Sei M = ({20}, %,V,0,2,S5) ein PDA, sodass e Fiiri >0 und ,=":
o Sei S = ai---a;By--- By, eine Linksableitung.
d(z0,a, A) := {(20, B1--- By) | (A = aBi--- By) € P} o Da G in Greibach-Normalform, kann diese geschrieben werden als
5tzli . S=5"ar--ai_1ByBjs1-+ By =g a1+ a; By By,
und falls e € L setze zusa.tzllch 6(z0,€,5) :={(20,€)}. wobei B, — a; By --- B; € P als letzte Produktion angewendet wurde.
In allen anderen Fallen sei 6(29,¢, A) = 0. ndukti hme licfert: § wi=1 BB B d
.. B o Induktionsannahme liefert: S =" a1 -+ a;—1ByBj11 - - By, genau dann, wenn
° er"zelgen L(M)=L. . (20,01 -~ a;_yw, S) Fi= (20, w, ByBjy1 -~ By).
® Zunichst: ¢ € L g.dw. (20,¢,.9) F (20,¢,¢) und damit & & L(M). o Mit w = a;w’, (20, B -+ Bj) € 6(20,a;, By), gilt (20,01 a;w’, 9) F¥ (20,0, By - - - By,) fiir alle w'.
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CFG — PDA (4)
M = ({20}, %, V.6, 2, S) mit 8(z0,a, A) := {(20, B1 -+ By) | (A = aBy -+ B,) € P} ...
Beweis (Fortsetzung):
e Firi >0und , <"
o Sei (29,01 - a;w,S) F (20, w, By - -+ B).
o Dann muss der letzte Schritt a; gelesen haben

o D.h. die Folge lasst sich zerlegen in
(Z()7 ap - a;w, S) }—i_l (20, a;w, Bsz+1 R Bk) I (Zo, w, Bl R Bk),

wobei (ZO7B1 cee B]) S 5(2’0,&{,Bx).

o Dann muss B, — a;Bj - -- B; eine Produktion in P sein.

o Induktionsannahme liefert: S :>ZG_1 a1 - a;j—1ByBj+1 - - By, und wir kénnen obige Produktion

anwenden und erhalten S =% aq---a; B - - - By, O

a Hochschule RheinMain

PDA — CFG

Ideen
@ Verwende PDA mit Erzeugung von < 2 Kellersymbolen
@ Erzeuge Grammatik mit Tripelkonstruktion
o Variablen der Grammatik:
Tripel (2/, A, z), die alle Wérter w erzeugt, die den PDA
@ von 2’ mit Kellerinhalt A und Wort w
@ zu z und leeren Keller fiihren

@ Produktionen
(a,A): e @
wenn ( ) \
wenn ( )(a,A);B@
(1, 4,2) = a(z", B, z1)(z1,C, 2), wenn ( )(a, A): BC@
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(2 A, 2) = a,

(', A, z) = a(z", B, 2),

a I Hochschule RheinMain

Hilfssatz fir PDA — CFG-Beweis

Fiir jeden PDA M = (Z,%,T, 6, 20, #) gibt es einen PDA M’ = (Z,2,T",8, 20, #)
mit L(M) = L(M’), sodass gilt: Wenn (', By - -- By) € 0'(z,a, A) (fir
a € (XU{e})), dann ist k < 2.

Beweis (Skizze):
Transformiere M in M’ wie folgt (mit A€ T und a € (XU {e})):
o (2/,By---By) €d'(z,a,A), wenn (2/,By--- Bg) € 6(z,a,A), k <2.
o falls (2/,By--- By) € 6(z,a,A) mit k > 2, dann
o (2,CyBy) € '(2,a,A), und
e 4(z,e,C;) = {(2,C;_1B;_1)} fur alle i mit 4 < ¢ <k, und
o (S(Z, g, 03) = {(Z/7 BlBg)}
wobei Cj,...,C, € I neue Kellersymbole sind
(diese werden jeweils neu erzeugt pro ersetztem Eintrag).
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PDA — CFG (2) *Hochschule RheinMain

Kellerautomaten akzeptieren kontextfreie Sprachen. I

Beweis: Sei M = (Z,%,T,6, 20, #) ein PDA mit k < 2 fiir alle (2/, By --- Bg) € 6(2,a, A) (und
a € (ZU{e})).
Konstruiere G = (V, X, P, S) mit S neues Symbol und

V= {S}U {<Zi,A,Zj> | Ziy 25 € Z,A e F}

P={S = (20,#2) | z€ Z}
U{(,4,2) = a | (z,6) €8(2,a,A),ae X U{c}, AT}
U {(¢,4,z) = a(z", B,z) | (2",B) € 6(2,a,A),z€ Z,ae ZU{e},AeT}
U{(z, A4, z) = a{z",B,z1){z1,C, z) | (2",BC) € (2 a,A),z,21 € Z,ae X U{e},AeT}

Wir beweisen (2/, A, 2) =& w g.dw.(2/,w, A) F3, (2,¢,€).
Da S — (20, 4, z) folgt: w € L(G) < w € L(M), d.h. L(G) = L(M).
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PDA — CFG (3) *Hochschule RheinMain PDA — CFG (4) *HUChSCh“lE RheinMain

L= o Wenn u = a{z”, B, z1){(z1, C, z), dann ist (2, BC) € §(#,a, A) und
. — " i—1 [
o Sei (2, A, z) =%, w eine Linksableitung. u=al, B a)(a, Cr2) =7 aw v .
o Wir verwenden Induktion iiber i Dann gilt auch (2, B, 21){z1, C, z) =1 w’ und es gibt Linksableitungen (z”, B, z1) =7 w}, und

(z1,C,z) =F wi mit j+1<i—1, w' = whw;.
o Basis i = 1: Sei (¢, A, 2 w L oo .
Sei (<, > ) =G / . Fiir beide kénnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten (2", w(, B) k3, (z1,€,€) und
o Verwendete Produktion muss (', A, z) — a sein ; ;
(z1,w],C) By (2,€,€).

Abindern der 1. Konfigurationsfolge: C' auf den Keller & w/ anhingen
(2", w', BC) = (2", wiw}, BC) Fi (21, 0], C).

Anhingen der 2. Konfigurationsfolge liefert: (2, w’, BC') 3, (2,¢,¢).

o Dann muss (z,¢) € 6(2',a, A) gelten und damit gilt: (2/,a, A) - (2,¢,¢).
o Schritt: (2, A,z) =g u=5"w. miti—1>0
e Wenn u =a € (XU {e}), dann kann ¢ — 1 > 0 nicht gelten.
o Wenn u = a(2", B, z), dann (2", B) € §(2',a, A) und u = a{z", B,z) =1 aw' = w. . , ]
Dann gilt (2", B, z) =1 w’ und die Induktionsannahme liefert (2", w’, B) %, (2,¢,¢). Mit Da (2", BC) € 6(z', a, A), gilt

1 ! H H ! _ ! ! 1" ! *
(2,B) € 6(¢',a, A) zeigt dies (z/,w, A) = (2, aw’, A) Fpr (27,0, B) Fiy (2,¢,¢€). (#,w, A) = (/, aw', A) Fag (2,0, BC) Fy (2,6, 2).
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PDA — CFG (5) *Hochschule RheinMain PDA — CFG (6) *HOChSCh“le RheinMain

n
o Sei (2/,w,A) Fi, (z,¢,€). Zeige (¢, A, z) =% w mit Induktion iiber i
@ Basis i = 1: Dann gilt w = a € (XU {e}) und (z,¢) € §(2/, w, A).
Damit gibt es (2/, A, 2) — a € P und daher (z/, A, 2) =¢ a.
o Schritt: Sei i > 1 und daher (2/,aw’, A) + (2", v, a) I—il\}l (2,e,¢) firi —1 >0, Weglassen von C' und w), im ersten Teil zeigt:
a€XU{e}und a =¢, a =B oder « = BC. (2", wi, B) Fy (21,¢,¢),
Wir betrachten alle drei Falle fiir  einzeln:
o « = e: Dieser Fall ist nicht moglich, da ¢ —1 > 0 nicht gelten kann.
e o= B.Dannist (', A, z) —» a(z",B,z) € P.

Da (2. w', B) Fi7! (2, ¢, ¢), liefert Induktionsannahme (2", B, 2) =%, w’
o aber, (A e Do) et e A = (2/,4,2) = al2", B,z1) (21, €, 2) = awf (21, €, 2) = awfwh = w.
" b 9 b b} .

e o= BC. Dannist (2, A, z) = a(2", B, z1){z1,C, z) € P.

Schreibe (2", w’, BO) Fi;t (2,¢,¢) als (2", w)wh, BO) F, (21,wh, C) Fh, (2,,¢) mit
jtk=i—1

Da j < i und k < i liefert Induktionsannahme
(2", B, z1) =% wi und (21, C, z) =¢ wh.
Daher gilt
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GeSChafft- . a I Hochschule RheinMain Bemerku ng a I Hochschule RheinMain

Die bisherigen Beweise zeigen auch, dass man PDAs einschranken kann auf PDAs mit
genau einem Zustand:

@ Sei M ein PDA.

@ Transformiere M in Grammatik G mit L(G) = L(M)
Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen. o Transformiere G in G’ in Greibach-Normalform (mit L(G") = L(G) \ ¢)

o Transformiere Grammatik G’ in PDA M’ mit L(M’) = L(G)

unsere Konstruktion verwendet nur einen Zustand!

Die gezeigten Sitze zusammengefasst ergeben:

s soja0
Belsplel a Hochschule RheinMain Be|5p|e| (2) a Hochschule RheinMain
(a,#): B#, (¢,#):¢, (a,B):BB (0,B):e, (e,#):¢
Vereinfachen der Grammatik ergibt:
b,B):¢€
—> 20 ( ’ ) ; z1 {S_> <ZO7#7ZO>7S_> <ZO7#721>7<ZO7B721> _>b7 <Zl7B721> _>b7

<ZO7 #’ ZO) — g, <Zla #7 Zl> — g,
. . . . . . <207#5Z1> —)CL(ZO,B,Z]><Z],#,21>,<Z(],B,Zl> _>a<207B721><21,B721>}
Der vorherige Beweis konstruiert die Grammatik G = (V, X, P, S) mit
Umbenennen, Streichen von nicht erreichbaren Variablen und Entfernen von Einheitsproduk-

V= {57 <ZO7 Bv ZO>’ <Z07 Bv zl): <Zlv B’ ZO>7 <217 B,21>, tionen erglbt

{ <z07 7%7 ZO)? <Z0>7 #7 Zl>7<<zlv #’ Z§)>]: <Zlv #’ Zl>}
P={S— Zo,#,ZO,S—) Zo,#,zl. _
U {(20, B, 21) — b, (21, B, 21) — b, (20, %, 20) — &, (1, 4, 21) — €} G=({S,B,C} {a,b},{S —¢e|aB,B—b|aBC,C —b},5)
u {(zo,#,zo> — a(z20, B, 20) (20, #, 20), (20, #, 20) — a(z0, B, z1){z1, #, 20)
(20, # 1} — a(z0, B, 20) (20, #, 21), (20, #, 21) — a{z0, B, 21){z1, #, 21)}
U {{z0, B, 20) — a{z0, B, z0){20, B, 20), (z0, B, z1) (20, B, 20)(z0, B, z1),
(20, B, z1)(z1, B, 20), (20, B, 21) (20, B, z1){z1, B, z1) }
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(ist bis auf e-Produktion in Greibach-Normalform.)

—a
—a



Belsplel (3) al Hochschule RheinMain a Hochschule RheinMain

Der vorherige Beweis konstruiert fiir

— ({8.B.C}.{a,b},{S = ¢ | aB, B = b | aBC,C — b}, S) DETERMINISTISCH KONTEXTFREIE SPRACHEN

den PDA M = ({20}, %, V.4, 20,.5) mit
0(z0,a,5) = {(z0,B)} 8(z0,b, B) = {(20,€)} 0(20,a,B) = {(z0,BC)}
8(20,b,C) = {(20,€)}  d(z0,¢,5) = {(20,€)} (z0,d, A) = () sonst
Eine Konfigurationsfolge fiir die Eingabe aaabbb ist

(20, aaabbd, S)

F (20, aabbb, B)
F (20, abbb, BC)

F (20, bbb, BCC)

F (20, bb,CC)

F (20,b6,C)

F (zo,e €)

s

Deterministisch kontextfreie Sprachen *Hochschule RheinMain Beispiele (1) *Hochschule RheinMain

@ Definiert durch deterministische Kellerautomaten mit

Akzeptanz durch Endzustinde. Die Sprache L = {w$w | w € {a,b}*} ist deterministisch kontextfrei.

o =-Ubergange sind erlaubt, aber nur wenn es keinen anderen Ubergang (mit einem
Terminalzeichen und selben Kellersymbol) gibt.

Beweis: Betrachte den DPDA
M= ({207 21, 22}7 {CL, b7 $}7 {#7 A7 B}7 67 20, #7 {22}) mit

0(20,0,#) = {(ZmA#)} 6(20,3, A) = {(z1,4)}

Ein Kellerautomat mit Endzustinden M = (Z,%,T, 8, 20, #, E) ist deterministisch (ein (zO’b #) = {(20, B#)} (20,8, B) = {(21, B)}

DPDA) wenn fiir alle (z,a, A) € (Z,%,T) gilt: 6(z0,a, A) = {(20, AA)}  0(20,8,#) = {(21,#)}

6(20,0,A4) = {(207BA)} 6(21,a,A) = {(2175)}

|0(2,a, A)| + 0(z,¢, A)| < 1. 6(z0,a, B) = {(20,AB)}  6(21,b,B) = {(21,€)}

_ _ _ oy , 8(z0,b,B) = {(20, BB)} (a1, #) = {(22.:9)}
Die von DPDAs akzeptierten Sprachen heiBen deterministisch kontextfrei.

und 6(z;, ¢, C) = () sonst

Beachte: L = {ww | w € {a,b}*} ist nicht deterministisch kontextfrei aber kontextfrei
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Beispiele (2) *Hochschule RheinMain Eigenschaften deterministisch kontextfreier Sprachen *Hochschule RheinMain

Die Sprache L = {a’b’ | i € N} ist deterministisch kontextfrei.

Beweis: Betrachte den DPDA

© Das Wortproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen kann in Linearzeit
M = ({z0, 21, 22}, {a, b}, {#, A}, 0, z0, #, {z2}) mit entschieden werden.

5 £) = {(20, A} @ Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen gibt es eindeutige Grammatiken.
0,4 a B ZO’AA @ Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung

(20,a,A) = {(20,AA)} abgeschlossen

5(z0,b, A) = {(z1,)} 2 '

0(21,0, A) = {(21,8)} Beweis: siehe Literatur

6(215 g, #) = {(2275)}

und 8§(z;, ¢, B) = (), sonst
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Weitere Eigenschaften *Hochsohule RheinMain Entscheidbarkeitsfragen fiir CFLs *Hochschule RheinMain
Determ. kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen bez. Vereinigung und Schnitt. I o CYK-Algorithmus zeigt: Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist
Beweis: i) Schnittbild effizient entscheidbar.

eweis: i) Schnittbildung:

. & o . . @ Viele Fragestellungen sind fiir CFLs unentscheidbar
o Die Spr_a_chc_en Ly ={a"b ¢ | n,m € N} und Ly = {a"0™c™ [ n,m & N} sind (z.B. das Aquivalenzproblem und das Schnittproblem)
deterministisch kontextfrei

@ L1 N Ly ={a™"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

ii) Vereinigung: Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar. I

e LNL =Lul’

© Annahme: Det. CFLs abgeschlossen bez. Vereinigung Das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.
@ Da det. CFLs auch abgeschlossen bez. Komplement, folgt: Det. CLFs abgeschlossen

bez. Schnitt. Widerspruch!

@ D.h. Annahme falsch, det. CFLs nicht abgeschlossen bez. U.
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