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1. Einleitung und Grundlagen

Dieses Skript fasst die wesentlichen Inhalte der Vorlesung ,,Automatentheorie und Formale
Sprachen® zusammen. Dabei orientieren sich die Inhalte auf eine Auswahl aus Schoning’s Buch
»Theoretische Informatik — kurz gefasst* (SchOS]).

Die Vorlesung behandelt drei wesentliche Teilgebiete der Theoretischen Informatik. Der gro3te
Teil befasst sich mit den formalen Grammatiken und den Grundlagen der Automatentheorie. Auch
Teile der Berechenbarkeitstheorie werden behandelt, die sich mit der Frage beschiftigt, welche
Probleme iiberhaupt mit dem Rechner gelést werden konnen. SchlieBlich wird eine Einfiihrung
in die Komplexititstheorie gegeben, die sich mit der Frage beschiftigt, welche Probleme effizient
losbar sind und was selbiges heil3t.

Im Rest dieses Einleitungskapitel erldutern wir wichtige Grundlagen. Weiterfiihrende Grundla-
gen, die als bekannt vorausgesetzt werden, sowie vertiefendes Material, das nicht in der Vorlesung
behandelt wird, sind im Anhang [A]zu finden.

1.1. Notationen, Alphabete, Worter und Sprachen

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne 0) mit N, d.h. N ={1,2,3,...} und
mit Ny bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null, d. h. Ng = {1, 2,3, .. .}.

In logischen Formeln schreiben wir die Implikation als ¥ = G und die Biimplikation als
F <= G. Die logische Aquivalenz (als Aquivalenzrelation auf Formeln) schreiben wir als
F«—G.

Das Summenzeichen }; ist auch ein griechisches Sigma X. Im folgenden wird das Symbol X
jedoch mit einer anderen Bedeutung verwendet:

Definition 1.1.1 (Alphabet, Wort, Konkatenation). Ein Alphabet ist eine endliche nicht-leere
Menge von Zeichen (oder Symbolen). Wir bezeichnen Alphabete oft mit dem Symbol X.

Sei ein Alphabet T gegeben. Ein Wort w iiber X ist eine endliche Folge von Zeichen aus X. Die
leere Folge ist auch ein solches Wort und wird mit & notiert und als leeres Wort bezeichnet. Fiir
ein Wort w = ay -- - a, notieren wir mit |w| = n die Linge des Wortes (wobei |¢| = 0). Sei
a € X und w ein Wort iiber . Mit #,(w) € Ng notieren wir die Anzahl an Vorkommen des
Zeichens a im Wort w. Fiir 1 < i < |w| bezeichnen wir mit w[i] das i. Zeichen von Wort w. Mit
X* bezeichnen wir die Menge aller Worter iiber X. Eine formale (rekursive) Definition fiir £* ist
die folgende, wobei X die Menge der Wérter der Liinge i iiber dem Alphabet ¥ bezeichnet. Die
Definition der Mengen X' ist:
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1. Einleitung und Grundlagen

o 30 .= {g}

o Y:={aw|a e X, we X} fiiri > 0.
Schlieflich definiere £* := | J;cn, ' und £ := J;en T Es gilt ¥ = 2%\ {&}.
Seien u und v Worter iiber X, dann bezeichne u o v (alternativ auch nur uv) die Konkatenation
von u und v, d. h. jenes Wort, das entsteht, indem v hinten an u angehdngt wird.

Beispiel 1.1.2. Sei X = {a, b}. Dann ist 2° = {&}, =! = %, 22 = {aa, ab, ba, bb} und **
{g,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,aba,abb,baa,bab,bba,bbb,aaaa, ...} und z. B. aabbb
X" aber abc ¢ X*. Fiir u = aab und v = aabbba gilt lu| = 3, |v| = 6 und uov = uv
aabaabbba, sowie 7. B. #p(u) = 1 und #,(uv) = #4(u) + #4(v) =2+ 3 =5.

m

Wir schreiben w™ fiir das m-malige Konkatenieren von w, d.h. w® = & und w™ = w o w™~! fiir
m > 0.

Fiir eine endliche Menge M bezeichne |M| die Michtigkeit von M.

Definition 1.1.3. Sei X ein Alphabet und w ein Wort iiber . Mit w bezeichnen wir das riick-
wdrtsgelesene Wort w, d. h. € = €, a = a fiir a € £ und aw = wa fiiralle a € £,w € X",

Ein Wort w € X* ist ein Palindrom, falls gilt w = w, d. h. w ist vorwdrts wie riickwdrts gelesen
dasselbe Wort.

Beispiel 1.1.4. Sei w = informatik ein Wort iiber ¥ = {a, . .., z}. Dann istw = kitamrofni und
w ist kein Palindrom. Hingegen ist w' = reliefpfeiler ein Palindrom, denn w’ = reliefpfeiler.

Definition 1.1.5 (Sprache und Operationen auf Sprachen). Eine (formale) Sprache iiber dem
Alphabet X ist eine Teilmenge von X*. Oft bezeichnen wir Sprachen mit dem Buchstaben L (fiir
wlanguage ). Fiir Sprachen L, L1 und Lo iiber dem Alphabet X sei

e L1 ULy :={w|we Lioderw € Ly} (die Vereinigung der Sprachen Ly und L)
e LinNnLy:={w|weLjundw € Lo} (der Schnitt der Sprachen L1 und L)

o L :=3%*\ L (das Komplement von L)

e LioLy=L1Lo:={uv|u€ Liundv € Ly} (das Produkt von L1 und Ls)

Bemerkung 1.1.6. Fiir Mengen kennt man das Kreuzprodukt (oder auch kartesisches Produkt):
Wenn M1 und Ms Mengen sind, so ist

My X My :={(e1,e2) | e1 € My, ez € M}

Dieses berechnet die Menge aller geordneten Paare (e, e2), wobei e1 aus My und es aus Mo
stammt. Auch fiir Sprachen Ly, Lo konnen wir das Kreuzprodukt verwenden (da Sprachen auch
Mengen sind): Ly X Lo ist die Menge aller Paare (w1, wa) wobei wy ein Wort der Sprache Ly
und wo ein Wort der Sprache Lo ist. Im Unterschied dazu berechnet das Produkt L,Lo keine
Paare, sondern konkateniert die Worter wi und wo direkt zu einem neuen Wort.
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1.1. Notationen, Alphabete, Worter und Sprachen

Beispiel 1.1.7. Sei = = {a,b}, L1 = {a' | i € No} und Ly = {b' | i € No}. Dann ist
Ly U Ly die Sprache aller Worter, die nur aus a’s oder nur aus b’s bestehen; L1 N Ly = {e};
L, ist die Sprache der Worter, die mindestens ein b enthalten; L1Ly = {a'b’ | i,j € Ny},
LoLy ={b'a’ |i,j € No} und LL; = L.

Fiir L1 = {#,%,0,9} und Ly = {7,8,9,10,J,D,K, A} stellt L1Lo eine Repriisentation der
Spielkarten eines Skatblatts dar.

Definition 1.1.8. Seien u,v Worter iiber einem Alphabet . Man sagt
* u ist ein Prafix von v, wenn es ein Wort w iiber ¥ gibt, sodass uw = v.
* u ist ein Suffix von v, wenn es ein Wort w iiber X gibt, sodass wu = v.

* u ist ein Teilwort von v, wenn es Worter w1, wo iiber X gibt, sodass wiuwo = v.

Beispiel 1.1.9. Sei w = ababbaba. Dann ist das Wort aba ein Prdfix, Suffix und ein Teilwort
von w, wahrend ababb ein Prdfix (und Teilwort) von w ist, aber kein Suffix von w ist. Das Wort
bab ist Teilwort von w, aber weder ein Prdfix noch ein Suffix von w. Das Wort bbb ist weder
Teilwort, noch Prifix, noch Suffix von w.

Definition 1.1.10 (Abgeschlossenheit). Eine Klasse L von Sprachen (d.h. eine Menge von
Mengen) heifst abgeschlossen beziiglich

* Vereinigung g. d. w. aus L1 € L und Ly € L folgt stets (L1 U Lo) € L,

* Schnittbildung g. d. w. aus Ly € L und Lo € L folgt stets (L1 N Lo) € L,
« Komplementbildung g. d. w. aus L € L folgt stets L € L und

* Produktbildung g.d. w. aus L1 € L und Lo € L folgt stets (L1L2) € L.

Satz 1.1.11. Sei die Klasse von Sprachen L abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. Dann
ist L abgeschlossen beziiglich Schnittbildung genau dann, wenn L abgeschlossen beziiglich
Vereinigung ist.

Beweis. Dies folgt, da sich Vereinigung durch Schnitt und Komplement (bzw. Schnitt durch
Vereinigung und Komplement) darstellen lésst:

LiULy=LiNLy LiNLy=L{ULy

Durch Venn-Diagramme lassen sich diese Zusammenhéange leicht illustrieren:
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1. Einleitung und Grundlagen

(-3 - ) | D

Ly LiNLy LinL,
Ly LiULy LiULy
[}
Analog zu i, ¥* ¥* definieren wir die Operationen Ao * auch fiir Sprachen. Sei L eine
Sprache. Dann ist:
LY = {&} L*:=|J L
. . iE]No )
Li:=LoL! fiiri >0 L= J L
ieN

Die Sprache L* nennt man auch den Kleeneschen Abschluss von L (benannt nach Stephen Cole
Kleene).

Beispiel 1.1.12. Sei L = {ab,ac}. Dann ist L> = {abab, abac,acab, acac} (alle Worter, die
sich aus 2 Wortern aus L bilden lassen) und L™ = {e} U{axiaxy---ax; |i € N,x; € {b,c},j =
1,...,i}

Beispiel 1.1.13. Die Sprache
({e,1}0{0,...,9) U ({2} 2{0,1,2,3}) 0 {:} 0 {0,1,2,3,4,5} 0 {0, ...,9}

stellt alle giiltigen Uhrzeiten dar. Die Sprache {0} U ({1,...,9} 0 {0,...,9}") stelit alle natiir-
lichen Zahlen dar.
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Sei X ein Alphabet. Eine Sprache iiber X ist eine beliebige Teilmenge von X*. Z.B. konnten
wir fir £ = {(,),+,—,*, /,a} die Sprache La,g, definieren, welche als Worter die korrekt
geklammerten arithmetischen Ausdriicke iiber X enthélt. Dann gilt z. B. ((a+a) —a)*a € La,gx
aber (a—) +a) ¢ La,Ex. Fiir die Definition von L 4, g benétigen wir jedoch einen Formalismus,
der es erlaubt, die Sprache mit einer endlichen Beschreibung genau festzulegen. Dies muss
moglich sein, obwohl die Sprache selbst aus unendlichen vielen Objekten besteht! Die zwei
wesentlichen Formalismen hierfiir sind die Grammatiken und die Automaten.

Ein Beispiel fiir eine Grammatik, die einen Teil der deutschen Grammatik approximiert, ist:

<Satz>  — <Subjekt><Pridikat><Objekt> <Adjektiv> — kleine
<Subjekt> — <Artikel><Attribut><Nomen> <Adjektiv> — grofie
<Objekt> — <Artikel><Attribut><Nomen> <Adjektiv> — nette
<Artikel> — & <Adjektiv> — blaue
<Artikel> — der <Nomen> — Mann
<Artikel> — das <Nomen> — Auto
<Attribut> — <Adjektiv> <Pridikat> — fahrt
<Attribut> — <Adjektiv><Attribut> <Pridikat> — liebt

Bei dieser Menge von Regeln, die jeweils von der Form ,,linke Seite* — ,,rechte Seite* sind, sind
die Symbole in spitzen Klammern wie z. B. <Artikel> Variablen, d.h. sie sind nur Platzhalter
und miissen weiter ersetzt werden. Durch die Grammatik kann z. B. der Satz ,,der kleine nette
Mann féhrt das grof3e blaue Auto* abgeleitet werden. D. h. dieser Satz wire Teil der durch die
Grammatik definierten Sprache. Eine Ableitung korrespondiert zum sogenannten Syntaxbaum:
Dieser stellt dar, wie der Satz aus den Variablen entsteht. Elternknoten sind jeweils mit der linken
Seite einer Regel beschriftet und Kindknoten sind die Objekte auf der rechten Seite der Regel:

<Satz >
<Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
! T ! — !
<Artikel> <Attribut> <Nomen> fahrt <Artikel> <Attribut> <Nomen>
l 7 ~N l l 7 N l
der <Adjektiv>  <Attribut> Mann das <Adjektiv>  <Attribut> Auto
1 1 1 1
kleine <Adjektiv> grofie <Adjektiv>
l 4
nette blaue

Diese Grammatik kann bereits unendlich viele Worter erzeugen, denn z. B. sind alle Sitze der
Form ,,der kleine Mann liebt das grofe grofle grof3e . . . Auto* damit erzeugbar.
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

2.1. Grammatiken

Grammatiken sind endliche Mengen von Regeln der Form
,linke Seite” — ,.rechte Seite*.

Wir unterscheiden wir zwischen Variablen und Terminalsymbolen (iiblicherweise sind dies die
Zeichen aus einem Alphabet X). Linke und rechte Seite der Regeln sind Folgen bestehend aus
Variablen und Terminalen. In obigem Beispiel waren die linken Regelseiten genau eine Variable,
was einen Spezialfall darstellt (es handelt sich um eine sogenannte kontextfreie Grammatik).

Grammatiken werden benutzt, um aus einer ausgezeichneten Variablen (dem Startsymbol) ein
Wort iiber X abzuleiten. Ableiten meint hierbei mehrfaches Ausfiihren von Ableitungsschritten,
wobei ein Ableitungsschritt ein Vorkommen einer linken Seite (d. h. ein Teilwort, welches der
linken Seite einer Regel entspricht) durch die rechte Seite der entsprechenden Regel ersetzt.

Die Menge aller Worter tiber £, die vom Startsymbol aus abgeleitet werden kdnnen, definiert die
von der Grammatik erzeugte Sprache.

Definition 2.1.1 (Grammatik, Satzform, Ableitung, erzeugte Sprache). Eine Grammatik ist ein
4-Tupel G = (V,Z, P, S) wobei

* V ist eine endliche Menge von Variablen (auch Nichtterminale, Nichtterminalsymbole).
» Y ist ein Alphabet von Zeichen (auch Terminale, Terminalsymbole).
* VN Z =0 (ein Symbol kann nicht zugleich Variable als auch Zeichen sein).

* P ist eine endliche Menge von Produktionen (auch Regeln genannt), wobei Elemente von
P von der Form € — r sind, mit £ € (VUZX)* undr € (VU X)* (d. h. wir konnen auch
schreiben: P C (VU X)* x (VU X)*, wenn wir Regeln ¢ — r als Paare ({,r) auffassen).

e § € Vist das Startsymbol (manchmal auch Startvariable genannt).

Manchmal notieren wir nur die Produktionen P anstelle des gesamten 4-Tupels, wenn klar ist,
was Terminale und was Variablen sind und das Startsymbol offensichtlich ist.

Ein Wortu € (VUZX)* nennt man auch eine Satzform. Fiir Satzformen u, v definieren wiru =g v
(u geht unter Grammatik G unmittelbar in v iiber), falls es Satzformen w1, wo gibt mit:

e u=wiltwy
*V=Wwirwy
e { — r ist eine Produktion aus P (d. h. ({ — r) € P).

Falls klar ist, welche Grammatik G behandelt wird, schreiben wir u = v anstelle von u =g v.
Mit =, bezeichnen wir die reflexiv-transitive Hiille von =¢ (d. h. =, entspricht dem 0- oder
mehrfachen Anwenden von =g ).

Die von der Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist

L(G):={weX'|S=;w}
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2.1. Grammatiken

Eine Folge (wo,w1,...,wy) mit wy = S, w, € X" und wi_1 = w; fiiri = 1,...,n heifit
Ableitung von wy,. Statt (wg, w1, . .., Wy) schreiben wir auch wog = w1 = ... = wy,.

Beispiel 2.1.2. Sei G = ({E, M, Z},{+,%,1,2,(,)}, P, E) mit

P={E—-> M,
F—->FE+M,
M— Z,
M— M« Z,
Z —1,

Z — 2,
Z - (E)}

Dann ist L(G), die Sprache der korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicke mit + und * und
den Zahlen 1 und 2. Z.B. (2+1) % (2+2) € L(G), denn:

E=>M=osM+xZ=>ZxZ=>7Z%x(E)=>Zx(E+M)= (E)«(E+M)=> (E)*x(E+Z) =
(E+M)«(E+Z)=>(M+M)«(E+Z)=>M+M)«s( M+Z)=> (M+M)+«(Z+2Z) =
M+M)*x(Z+2) > (M+Z)«(Z+2)=> (M+2)«(2+2)=(Z+2)*(2+2) >
2+2Z2)+2+2) = 2+1)x(2+2)

Hierbei ist die ersetzte Variable jeweils grau hinterlegt.

Beachte, dass dies nicht die einzig mogliche Ableitung fiir (2 + 1) = (2 + 2) ist. Eine sogenannte
Linksableitung, in der immer die linkeste Variable ersetzt wird, ist:

E=>M=>M+Z=7Z+«Z= (E)*xZ=>(E+M)xZ=>M+M)+«Z=>(Z+M)+xZ =
2+M)xsZ=>2+2)+«Z=>2+1)+«xZ=>2+1)*x(E)=>2+1)*x(E+M) =
2+D)xM+M)= 2+« (Z+M)=2+D)«x2+M)=>2+1)*(2+2) =
2+1)«(2+2)

Der Syntaxbaum dazu ist:

¥ e e

Z
(— T
LN
+ M
z
1

- N e - \
\
+emeN
//
o N -
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Das letzte Beispiel zeigt bereits, dass Ableiten kein deterministisches Verfahren ist, sondern es
mehrere Moglichkeiten gibt. Es kann fiir eine Satzform w mehrere Ableitungsschritte w = w;
(fiir verschiedene w1, wa, . ..) geben: Zum einen dadurch, dass verschiedene Produktionen auf
ein Teilwort von w anwendbar sind, aber auch zum anderen dadurch, dass ein und dieselbe
Produktion auf verschiedene Teilworte von w anwendbar ist. Beachte, dass es jedoch in jedem
Schritt nur endliche viele verschiedene Moglichkeiten gibt (da die Satzformen endlich lang sind
und die Menge der Produktionen endlich ist). Beachte ferner, dass man u.U. jedoch unendliche
viele Ableitungsschritte hintereinander ausfiihren kann, und dass es auch Satzformen geben kann,
die noch keine Worter aus Terminalsymbolen sind, aber kein Ableitungsschritt mehr anwendbar
ist. In beiden Fillen entsteht daraus kein Wort der durch die Grammatik erzeugten Sprache.

Beispiel 2.1.3. Sei G = ({S},{a},{S — aS},S). Dann gilt L(G) = 0, denn es lassen sich keine
Worter aus {a}* ableiten: Die einzig mogliche Folge von Ableitungsschritten ist S = aS =
aaS = ..., die jedoch nie endet.

Fiir die Grammatik G’ = ({S’},{a, b}, {S" — aS’,S" — b}, S’) gilt L(G’) = {a"b | n € Ny}
Beispiel 2.1.4. Betrachte die Grammatik G = ({S, B,C}, {a, b, c}, P, S) mit

P={S - aSBC, S — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — bc, cC — cc}

(die z. B. in (Sch08| S.7) zu finden ist). Es gilt a*b*c* € L(G), denn

S = aSBC = aaSBCBC = aaaSBCBCBC = aaaaBCBCBCBC

aaaabCBCBCBC = aaaabBCCBCBC = aaaabbCCBCBC = aaaabbCBCCBC
aaaabbBCCCBC = aaaabbBCCBCC = aaaabbBCBCCC = aaaabbBBCCCC
aaaabbbBCCCC = aaaabbbbCCCC = aaaabbbbcCCC = aaaabbbbccCC
aaaabbbbcccC = aaaabbbbccecc.

Ein Beispiel fiir eine ,,steckengebliebene Folge von Ableitungsschritten* ist
S = aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC,

denn auf die letzte Satzform aabcBC ist keine Produktion mehr anwendbar (es gibt kein Teilwort
von aabcBC, das linke Seite einer Produktion ist).
Genauer gilt L(G) = {a"b"c" | n € N}. Der Beweis hierfiir kann in zwei Teilen erfolgen:
o Teil 1: Zeige a"b"c" € L(G) fiir alle n € IN: Wende n — 1 mal die Regel S — aSBC und
dann einmal die Regel S — aBC an. Das ergibt S =" a"(BC)". Nun wende die Regel
CB — BC solange an, bis es kein Teilwort C B mehr gibt. Danach miissen alle Vorkommen
von C rechts der Vorkommen von B stehen, daher gilt a" (BC)" =" a"" B"C". Wende Regel
aB — ab und anschlieffend n — 1 mal bB — bb an. Das ergibt a"B"C" =" a"b"C".
Schliefilich wende einmal bC — bc und anschliefend n — 1 mal cC — cc an, sodass
ab"C" =* a"b"c". Zusammensetzen aller Ableitungsschritte zeigt S =* a"*b"c".
o Teil 2: Zeige, dass alle von G erzeugten Worter von der Form a"b"c" sind. Betrachte die
Produktionen und verifiziere:

Stand: 2. Juli 2025 8 D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025



2.2. Die Chomsky-Hierarchie

— fiir jede Satzformw mit S =% w gilt: #,(w) = #p (W) +Hp(W) = #HF.(W) +FHc(w).

— a’s werden ganz links erzeugt, d. h. jede Satzform w mit S =" w ist von der Form
a™w’ wobei in #p,(W') + #H#pW') =# W) + H#c (W) =n.

— Sei S =" a"w mit w € {b,c}". Dann muss das erste Zeichen von w ein b sein
(denn ein auf a folgendes Zeichen kann nur durch aB — ab erzeugt werden, und die
Regeln vertauschen keine Terminalsymbole). Ebenso kann das linkeste ¢ nur durch
die Regel bC — bc erzeugt sein. Alle andere Terminale b und ¢ konnen nur durch
bB — bb und bC — bc und cC — cc erzeugt werden und danach auch nicht mehr
vertauscht werden (es gibt dafiir keine Produktion). Dieses Erzeugen erlaubt aber
keine Wechsel mehr von ¢ zu b, daher muss w von der Form b'¢’ sein. Da Jjedoch wie
vorher argumentiert #,(w) = #p(w) = #(w) gilt muss gelten aw = a"b"c".

Beispiel 2.1.5. Sei G = ({S.T, A, B,$}, {a, b}, P, S) mit

P={S—>S$T$, T - aAT, T — bBT, T — &, $a — a$, $b — b$,
Aa — aA, Ab — bA, Ba — aB, Bb — bB, A$ — $a, B$ — $b, $$ — &}

Z.B. erzeugt G das Wort aabaab:

S = $T$ = $aATS$ = $aAaAT$ = $aAaAbBTS = $aAaAbB$ = $aaAAbBS =
$aaAbAB$ = $aabAAB$ = $aabAA$H = $aabASab = $aab$aab = aSabSaab =
aa$b$aab = aab$%aab = aabaab

Wir begriinden, dass L(G) = {ww | w € {a,b}*} gilt. Die Regel S — 3$T$ erzeugt zundchst
eine Umrahmung mit $$. AnschliefSend erzeugen die drei Regeln T — aAT, T — bBT und
T — & ein Wort, welches aus Blocken aA und bB besteht (und mit je einem $ links und
rechts umrahmt ist). Streichen von A und B und $ stellt dann schon ein Wort w € {a, b}* dar
und die Kopie davon findet man durch Streichen von $, a und b und anschlieffendem Ersetzen
von A durch a und B durch b. Die Erzeugung muss die Kopie aus A und B nun rechts vom
Wort bestehend aus a und b platzieren. Dies geschieht dadurch, dass zundchst mit den Regeln
Aa — aA,Ab — bA,Ba — aB,Bb — bB die A’s und B’s bis vor das rechte $ geschoben
werden. Dann werden mit A$ — $a und B$ — $b die A’s und B’s in a’s und b’s verwandelt,
wobei sie dabei tiber das rechte $ hiipfen, und dadurch , getrennt aufbewahrt* werden. Mit
den Regeln $a — a$, $b — b$ und $$ — & wird das linke $-Symbol zum rechten $-Symbol
hingeschoben und schliefilich werden beide $ eliminiert. Bei allen Schritten wird die relative
Lage aller a und b sowie aller A und B nicht gedndert.

2.2. Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky nahm die folgende Einteilung der Grammatiken in Typen O bis 3 vor:

Definition 2.2.1 (Chomsky-Hierarchie). Es gilt die folgende Einteilung von Grammatiken in
Typen 0 bis 3:
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

* Typ 0: Jede Grammatik ist automatisch vom Typ O.

* Typ 1: Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 1 und wird kontextsensitiv genannt,
wenn fiir alle Produktionen (€ — r) € P gilt: |€] < |r|.

* Typ 2: Eine Typ 1-Grammatik G = (V, %, P, S) ist vom Typ 2 und wird kontextfrei genannt,
wenn fiir alle Produktionen (€ — r) € P gilt: € = A € V, d. h. die linken Seiten der
Produktionen bestehen aus genau einer Variablen.

* Typ 3: Eine Typ 2-Grammatik G = (V, %, P, S) ist vom Typ 3 und wird regulédr genannt,
wenn fiir alle Produktionen (A — r) € P gilt: r ist von der Form a oder von der Form
aA’ mita € £,A’ €V, d. h. die rechten Seiten sind Worter aus (X U (£V)) und bestehen
daher aus einem Terminalsymbol, welchem optional eine Variable folgt.

Fiiri = 0,1, 2, 3 nennt man eine formale Sprache L C X* vom Typ/, falls es eine Typ i-Grammatik
G gibt, sodass L(G) = L gilt. Spricht man von dem Typ einer formalen Sprache, so ist stets der
grofitmogliche Typ gemeint.

Bemerkung 2.2.2. Die Definition erlaubt Aussagen der Form: Typ i + k-Sprachen sind eine
Teilmenge der Typ i-Sprachen, da jede Typ i + k-Grammatik auch eine Typ i-Grammatik ist.

Die Bezeichungen , kontextfrei* und , kontextsensitiv* rithren daher, dass bei kontextfreien Gram-
matiken ein Vorkommen einer Variablen A immer (ohne Beschriankung) durch die rechte Seite r
ersetzt werden kann, wenn es eine Produktion A — r gibt. Bei kontextsensitiven Grammatiken
konnen die Produktionen diese Ersetzung auf einen bestimmten Kontext einschrinken: Z.B.
kann durch die Produktion uAv — urv zugesichert werden, dass A nur dann durch r ersetzt
wird, wenn es umrahmt von u und v vorkommt (diese Umrahmung ist der ,,Kontext*).

Beispiel 2.2.3. Die Grammatik aus Beispiel ist kontextfrei (vom Typ 2), wihrend die
Grammatik aus Beispiel 2.1.4) kontextsensitiv (vom Typ 1) ist. Die Grammatiken G und G’ aus
Beispiel sind reguldr (vom Typ 3). Die Grammatik aus Beispiel ist vom Typ 0.

Der Unterschied zwischen Typ 0- und Typ 1-Grammatiken besteht darin, dass Typ 1-Grammatiken
keine verkiirzenden Regeln erlauben, d. h. bei Ableitungen mit Typ 1-Grammatiken wichst die
Linge des erzeugten Wortes monoton, wihrend dies bei Typ-0-Grammatiken nicht der Fall ist.
Grafisch kann die mogliche Ableitung eines Worts der Léinge n daher je nach Typ der Grammatik
wie in Abb. @ veranschaulicht werden (vergl. (SchO8| S.10)).

2.2.1. Erzeugung des leeren Worts und £-Produktionen

Grammatiken des Typs 1,2,3 erlauben nach unser bisherigen Definition nicht die Ableitung des
leeren Wortes. Um dies jedoch zu ermoglichen, erlauben wir folgende Sonderregel:

Definition 2.2.4 (e-Regel fiir Typ 1,2,3-Grammatiken). Eine Grammatik G = (V,Z%, P, S) vom
Typ 1, 2 oder 3 darf eine Produktion (S — &) € P enthalten, vorausgesetzt, dass keine rechte
Seite einer Produktion in P, die Variable S enthiilt.
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2.2. Die Chomsky-Hierarchie

Wortldnge
Wortldnge

Ableitungsschritte Ableitungsschritte

Abbildung 2.1.: lllustrationen zur Ableitung eines Wortes der Linge n mit einer Typ 1-Grammatik
(links) und einer Typ 0-Grammatik (rechts)

Die Einschrankung, dass S nicht in rechten Seiten von Produktionen vorkommen darf, ist keine
echte Beschrinkung, wie die folgende Aussage zeigt:

Satz 2.2.5. Sei G = (V, X, P,S) eine Grammatik vom Typ i (i € {1,2,3}) mit ¢ ¢ L(G). Sei
G = (VU{S'}, X, P, S) wobei P’ aus P entsteht, indem die Produktion S — & hinzugefiigt
wird und alle Produktionen fiir S fiir das neue Startsymbol S’ kopiert werden, d. h.

PP =PU{S >r|(S—>r)ePlu{sS — &}
Dann ist G’ vom Typ i (mit der e-Regel gemdf; Definition und L(G’) = L(G) U {&}.

In Typ 2- und Typ 3-Grammatiken kann man generell Produktionen der Form A — ¢ zulassen,
da diese dort entfernt werden konnen, ohne die Sprache (bis auf Enthaltensein des leeren Worts)
oder den Typ der Grammatik zu dndern. Dies behandeln wir nun:

Definition 2.2.6 (e-Produktionen in kontextfreien und reguldren Grammatiken). In Grammatiken
des Typs 2 und 3 erlauben wir Produktionen der Form A — ¢ (sogenannte g-Produktionen).

Satz 2.2.7 (Entfernen von e-Produktionen in kontextfreien Grammatiken). Sei G = (V,Z, P, S)
eine kontextfreie (bzw. reguldre) Grammatik mit € ¢ L(G). Dann gibt es eine kontextfreie (bzw.
reguldre) Grammatik G’ mit L(G) = L(G’) und G’ enthidlt keine e-Produktionen.

Der zugehorige Algorithmus und ein Beispiel ist im Anhang[A.2]zu finden.

2.2.2. Beziehungen zwischen den Typ i-Sprachen

Offensichtlich gilt: Typ 3-Sprachen C Typ 2-Sprachen C Typ 1-Sprachen C Typ O-Sprachen. Wie
wir in spiteren Kapiteln sehen (und beweisen) werden, sind alle diese Teilmengenbeziehungen
echt, d.h. es gilt: Typ 3-Sprachen C Typ 2-Sprachen C Typ 1-Sprachen C Typ 0-Sprachen.
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Trennende Beispiele sind: Die Sprache L = {a"b" | n € IN} ist von Typ 2, aber nicht von Typ
3, die Sprache L = {a"b"c" | n € N} ist von Typ 1, aber nicht von Typ 2. Schlielich ist die
Sprache H = {w+#ux | Turingmaschine M,, hilt fiir Eingabe x} (das sogenannte Halteproblem)
eine Typ O- aber keine Typ 1-Sprache.

Eine Sprache heif3t entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der bei Eingabe der Grammatik
G und einem Wort w in endlicher Zeit feststellen kann, ob w € L(G) gilt oder nicht. Die Typ
1-, 2- und 3-Sprachen sind entscheidbar, wihrend es Typ 0-Sprachen gibt, die nicht entscheidbar
sind (fiir obige Sprache H trifft dies zu). Typ O-Sprachen sind jedoch rekursiv-aufzahlbar (oder
semi-entscheidbar), d. h. es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe der Grammatik G und einem
Wort w € G in endlicher Zeit feststellt, dass w € L(G) gilt und bei einem Wort w ¢ G entweder
feststellt, dass w ¢ L(G) gilt, oder nicht-terminiert.

Die Menge der Typ 0-Grammatiken ist abzéhlbar, da jede Grammatik eine endliche Beschreibung
hat und die Grammatiken daher der Grofe nach aufgezidhlt werden konnen. Hingegen ist die
Menge aller Sprachen iiberabzéihlbar und hat dieselbe Kardinalitéit wie die reellen Zahlen.

Daher ergibt sich folgendes Bild:

alle Sprachen

rekursiv aufzdhlbar (Typ 0)

entscheidbare Sprachen

kontextsensitiv (Typ 1)

kontextfrei (Typ 2)

[ reguldr (Typ 3)

Fiir die praktische Verwendung in der Informatik sind insbesondere die Typ 3- und Typ 2-
Sprachen im Rahmen der lexikalischen und der syntaktischen Analyse im Compilerbau von
Interesse und daher sehr gut untersucht. Z. B. gibt es zwischen Typ 3- und Typ 2-Sprachen noch
weitere Unterteilungen (z. B. lineare kontextfreie Sprachen, deterministisch kontextfreie Sprache,
etc.). Viele (auch praktische) Fragestellungen sind jedoch eher kontextsensitiv oder sogar vom
Typ 0. Wegen der schwierigeren Handhabung solcher Sprachen, versucht man oft Probleme als
kontextfreie Sprachen zuziiglich einiger Nebenbedingungen zu formulieren und zu behandeln.
Z.B. sind die meisten Programmiersprachen nicht kontextfrei (denn Bedingungen wie Dekla-
ration der verwendeten Variablen, korrekte Typisierung von Ausdriicken, u.s. w. sind nicht mit
einer kontextfreien Sprache darstellbar). Dennoch wird die Syntax von Programmiersprachen oft
durch kontextfreie Grammatiken beschrieben und zusétzliche Nebenbedingungen (wie korrekte
Typisierung) dariiber hinaus festgelegt.
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2.3. Das Wortproblem

2.3. Das Wortproblem

Sei S = w; = ... = w,, eine Ableitung des Wortes w,, der Linge n in einer kontextsensitiven
Grammatik. Da |£| < |r| fiir alle Produktionen £ — r einer kontextsensitiven Grammatik gilt,
wissen wir, dass alle Satzformen w; hochstens die Linge n haben . Da es nur endliche viele
Satzformen der Ldnge < n iiber (X UV)* gibt, kann man erahnen, dass man durch systematisches
Durchprobieren all dieser Satzformen, entscheiden kann, welche Worter w,, € 2* der Lange < n
von einer Grammatik erzeugt werden und welche nicht.

Definition 2.3.1 (Wortproblem fiir Typ i-Sprachen). Das Wortproblem fiir Typ i-Sprachen ist
die Frage, ob fiir eine gegebene Typ i-Grammatik G = (V,X, P, S) und ein Wort w € ¥* gilt:
w € L(G) oder w ¢ L(G).

Satz 2.3.2. Das Wortproblem fiir Typ 1-Sprachen ist entscheidbar, d. h. es gibt einen Algorithmus,
der bei Eingabe von Typ I-Grammatik G und Wort w nach endlicher Zeit entscheidet, ob
w € L(G) oder w ¢ L(G) gilt.

Beweis. Sei G = (V,Z, P, S) eine Typ 1-Grammatik und w € X*. Fiir m, n € N sei
Ll ={we(VUZ)"||w| <nund S =5 w,k < m},

d.h. L7 enthilt alle Satzformen der Linge hochstens n, die in hochstens m Schritten vom
Startsymbol aus ableitbar sind.

Die Mengen L7, (fiir n > 0) lassen sich rekursiv wie folgt berechnen:

Ly = {S}
Ln next(L? _,n) firm >0
wobei next(L,n) :=LU{w' |weL,w=¢gw,|w|<n}

Beachte, dass diese Berechnung fiir eine Typ 0-Grammatik falsch wire, da dort zwischendrin
auch Worter der Linge > n entstehen diirfen, die im Anschluss daran wieder gekiirzt werden.
Ferner ist klar, dass die Berechnung von L7}, fiir gegebenes m und # terminiert.

Die Michtigkeit der Mengen L”, sind durch die |Z U V|"*! beschriinkt (mehr Satzformen der
Linge < n gibt es nicht). Fiir den Ubergang von L? jzu L7} giltL? | = L? oder L} | C L}.Ferner
gilt: Falls L? | = L dann L}, = L fiiralle k € Ny. Aus den vorherigen Aussagen folgt, dass
es irgendein mg geben muss, fiir das Ly, = L7 otk fiir alle £ € INg gilt. Nach Berechnung dieser
Menge Lj,  reicht es daher zu priifen, ob w € Ly, = gilt oder nicht.

Daher entscheidet Algorithmus [I]das Wortproblem fiir Typ 1-Grammatiken. i

Korollar 2.3.3. Das Wortproblem fiir Typ 2-Sprachen und das Wortproblem fiir Typ 3-Sprachen
sind jeweils entscheidbar.
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2. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Algorithmus 1 : Entscheiden des Wortproblems fiir Typ 1-Grammatiken
Eingabe : Typ 1-Grammatik G = (V, X, P, S) und ein Wort w € X*
Ausgabe : Ja, wenn w € L(G) und Nein, wenn w ¢ L(G)

Beginn

n:=|wl;

L:={S}

wiederhole

Lo :=L;
L := next(Log, n);
bis (w € L) oder (Ly,q = L);
wenn w € L dann
‘ return Ja;
sonst
‘ return Nein;
Ende
Ende

Beispiel 2.3.4. Als Beispiel betrachte die Grammatik G = ({S, B}, {a,b,c}, P,S) mit P = {§ —
aSBc,S — abc,cB — Bc,bB — bb}. Wir berechnen L%fb’ir alle m:

L={S}

L? = next(Lg) = Lg U {aSBc,abc} = {S,aSBc,abc}

Lg = next(L‘li) = L‘f U{aSBc,abc,aabcBc} = {S,aSBc,abc,aabcBc}

Lg = next(Lg) = Lg U {aSBC,abc,aabcBc,aabBcc} = {S,aSBc,abc,aabcBce,aabBec}

Lg = nea:t(Lg) = Lg U {aSBc, abc,aabcBc,aabBcc,aabbcec}
={S,aSBc,abc,aabcBc,aabBcc,aabbcc}

Lg = next(Lg) = Lg U {aSBc,abc,aabcBc,aabBcc,aabbcc}
={S,aSBc,abc,aabcBc,aabBcc,aabbcc}

Da Li = Lg,giltqu = {S,aSBc,abc,aabcBc,aabBcc,aabbcc} fiir alle m > 4. Das einzige
von G erzeugte Wort der Léiinge 6 ist daher aabbcc.

2.4. Weitere Probleme fiir Formale Sprachen

Neben dem Wort-Problem existieren andere Fragestellungen fiir formale Sprachen, die wir in
den folgenden Definitionen spezifizieren. Die Entscheidbarkeit dieser Probleme werden wir in
spiteren Kapiteln betrachten.

Definition 2.4.1.

* Das Leerheitsproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob Typ i-Grammatik G die
Gleichheit L(G) = 0 gilt.

Stand: 2. Juli 2025 14 D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025



2.5. Syntaxbdume

* Das Endlichkeitsproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob fiir Typ i-Grammatik
G die Ungleichheit |L| < oo gilt.

* Das Schnittproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob fiir Typ i-Grammatiken
G1,Go gilt: L(G1) N L(Go) = 0.

* Das Aquivalenzproblem fiir Sprachen vom Typ i ist, die Frage, ob fiir Typ i-Grammatiken
G1,Go gilt.' L(Gl) = L(GQ).

2.5. Syntaxbidume

Wir haben Syntaxbdume bereits verwendet und definieren diese nun formal:

Definition 2.5.1. Sei G = (V, X, P, S) eine Typ 2-Grammatik und S = wg = ... = w, eine
Ableitung von w,, € ¥*. Der Syntaxbaum zur Ableitung wird wie folgt erstellt:
» Die Wurzel des Baums ist mit S markiert.
e Wenn w; = wiy und w; = uAv und w1 = urv (die angewendete Produktion ist A — r),
dann erzeuge im Syntaxbaum |r| viele Knoten als Kinder des mit A markierten Knotens
(an der passenden Stelle im Syntaxbaum). Markiere die Kinder mit den Symbolen aus r
(in der Reihenfolge von links nach rechts).

Die Bldtter sind daher genau mit dem Wort w,, markiert.

Beachte, dass fiir Typ-3-Grammatiken, Syntaxbdume immer eine listenartige Struktur folgender
Form haben

ai Aq
I
az Asg
I
as As )
[
a4 An—l
N
Aan A,
|
an+l

Beispiel 2.5.2. Wir betrachten erneut die Grammatik G = ({E,M,Z},{+,%,1,2,(,)}, P, E) mit
P={E->M, E-E+M, M—>Z M—->M=«Z, Z—>1, Z—2, Z— (E)}

(siehe Beispiel 2.1.2). Die Ableitung E = M = M «Z = Z+Z = 1+« Z = 1% 2 hat den
Syntaxbaum
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LN
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l
2
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Die Ableitung E > M => M «Z = M %2 = Z %2 = 1 % 2 hat denselben Syntaxbaum.

Die erste der beiden Ableitungen im vorangegangenen Beispiel hat die Eigenschaft, dass immer
die linkeste Variable in der Satzform im nichsten Ableitungsschritt ersetzt wird. Man spricht in
diesem Fall von einer Linksableitung. Analog gibt es die Rechtsableitung, bei der stets die am
weitesten rechts stehende Variable beim Ableiten ersetzt wird. Nicht jede Ableitung ist Links-
oder Rechtsableitung. Fiir einen gegebenen Syntaxbaum kann man immer eine dazu passende
Links- oder Rechtsableitung angeben (durch Ablesen am Baum). Daher gilt:

Satz 2.5.3. Sei G eine Typ 2-Grammatik und w € L(G). Dann gibt es eine Linksableitung (und
eine Rechtsableitung) von w.

Beweis. Da w € L(G), gibt es irgendeine Ableitung von w. Dieser Ableitung entspricht ein
Syntaxbaum. Fiir diesen Syntaxbaum kann man eine Linksableitung (bzw. Rechtsableitung)
ablesen. O

Es gibt Grammatiken, fiir die dasselbe Wort mit unterschiedlichen Syntaxbdumen hergeleitet
werden kann. Betrachte z. B. die Grammatik

(E,{*,+,1,2},{E > E+E, E—>E+E, E—1, E— 2},E).

Eine Ableitung des Worts 1+2xlist E = E+«E = E+E*E = 1+ E*E = 142+E = 1+2x1
eine andere Ableitungist E = E+ E = E+E*E =1+ E+E=1+4+2+E = 1+2x1.Die
Syntaxbdume der beiden Ableitungen sind

E E
7N | | N
E + E 1 1 E * E
| | | |
1 2 2 1
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2.6. Die Backus-Naur-Form fiir Grammatiken

In solchen Fillen (es gibt verschieden strukturierte Syntaxbdume fiir dasselbe Wort) spricht
man von einer mehrdeutigen Grammatik. Tatsachlich gibt es Sprachen, fiir die es ausschlielich
mehrdeutige Grammatiken gibt. Dies nennt man inhdrent mehrdeutig. Eine kontextfreie, inhdrent
mehrdeutige Sprache, ist die Sprache {a”b™c"d" | m,n € N} U{a™b"c"d™ | m,n € N} (sieche
(HMUO6, Abschnitt 5.4.4)).

2.6. Die Backus-Naur-Form fiir Grammatiken

Von John Backus und Peter Naur wurde im Rahmen der Entwicklung der Programmiersprache
ALGOL 60 ein Formalismus eingefiihrt, um kontextfreie Grammatiken in kompakter Form
aufzuschreiben. Wir verwenden analoge abkiirzende Schreibweisen:

Definition 2.6.1 (Erweiterte Backus-Naur-Form (EBNF)). Fiir Typ 2-Grammatiken erlauben wir
die folgenden abkiirzenden Schreibweisen fiir die Menge der Produktionen P:

1. Statt A - wi,A —> wo,... A — w,, schreiben wir auch A — wy | wa | ... | wy.

2. Die Schreibweise A — u[v]w steht fiir die beiden Produktionen A — uvw und A — uw
(d. h. [v] meint, dass v optional ist).

3. Die Schreibweise A — u{v}w steht fiir A — uw oder A — uBw mit B — v | vB (d. h.
{v} meint, dass v beliebig oft wiederholt werden kann).

Grammatiken, die diese Notation verwenden, nennen wir auch Grammatiken in erweiterter
Backus-Naur-Form (EBNF)

Beachte, dass Typ 2-Grammatiken in EBNF &quivalent zu Typ 2-Grammatiken in normaler
Darstellung sind, und daher genau die kontextfreien Sprachen darstellen konnen.
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3. Regulire Sprachen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der einfachsten Sprachklasse der Chomsky-Hierarchie
—den Typ 3- bzw. regulédren Sprachen. Neben reguldren Grammatiken (d. h. Typ 3-Grammatiken)
gibt es weitere Formalismen, um regulédre Sprachen zu reprisentieren, die wir in diesem Kapitel
kennenlernen werden (endliche Automaten (deterministische als auch nichtdeterministische und
Varianten davon) und reguldre Ausdriicke). Wir werden zeigen, dass all diese Formalismen
genau die reguldren Sprachen reprisentieren und wie man einen Formalismus in einen anderen
ibersetzen kann. Im Anschluss betrachten wir, wie man zeigt, dass eine formale Sprache nicht
reguldr ist, wobei wir das sogenannte Pumping-Lemma fiir regulidre Sprachen kennenlernen
werden. Neben der Berechnung von Automaten mit minimaler Anzahl von Zusténden, zeigen wir,
dass die reguldren Sprachen bez. Vereinigung, Schnitt, Komplement, Produkt und Kleeneschem
Abschluss abgeschlossen sind. Wir beenden das Kapitel mit Entscheidbarkeitsresultaten zum
Wortproblem und verwandten Problemen fiir regulédre Sprachen.

3.1. Deterministische endliche Automaten

Endliche Automaten lesen als Eingabe ein Wort (schrittweise) und akzeptieren oder verwerfen
das Wort. Die akzeptierte Sprache eines solchen Automaten besteht aus den Wortern, die von
ihm akzeptiert werden.

Definition 3.1.1 (Deterministischer Endlicher Automat, DFA). Ein deterministischer endlicher
Automat (determinististic finite automaton, DFA) ist ein 5-Tupel M = (Z, %, 8, 29, E) wobei

» Z ist eine endliche Menge von Zustianden,

* X ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z N X) = 0,

e 70 € Z ist der Startzustand,

» E C Z ist die Menge der Endzustinde (oder auch akzeptierende Zustinde) und

» §: Z x X — Z ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder Uberfiihrungsfunktion).

Deterministische endliche Automaten konnen durch Zustandsgraphen dargestellt werden:

Definition 3.1.2. Sei M = (Z,%, 6, 20, E) ein DFA. Der Zustandsgraph zu M ist ein Graph, mit
Knoten fiir jeden Zustand z € Z und markierten Kanten zwischen diesen Knoten, wobei

e Zustinde 7 € Z als @ gezeichnet werden,

e der Startzustand zg € Z durch einen auf ihn zeigenden Pfeil markiert wird, d. h. —>,

D. Sabel, Skript AFS, SoSe 2025 Stand: 2. Juli 2025



3.1. Deterministische endliche Automaten

* Endzustinde z € E mit doppelten Kreisen markiert werden, d. h. als

* fiir 6(z;,a) = zj, je eine mit a beschriftete Kante von z; nach z 4 gezeichnet
wird. Gleiche Kanten mit unterschiedlicher Beschriftung werden zu einer Kante zusam-

mengefasst, die mit allen Beschriftungen (durch Kommas getrennt) markiert ist: Anstelle
a

von zeichnen wir @_>@
b

Wenn die konkreten Namen der Zustdinde keine Rolle spielen, lassen wir sie in lllustrationen des
Zustandsgraphen manchmal weg.

Beispiel 3.1.3. Der DFA M = ({zo, z1, 22}, {a, b}, 6, 20, {z2}) mit

6(z0,a) =71 6(z1,a) = 22 0(z2,a) = 22
(20, b) = 20 6(z1,b) = 20 6(z2,b) = 22
b a,b
a
hat den Zustandsgraph @.@ a .
b

Die Abarbeitung eines Wortes mit einem Automaten kann man so veranschaulichen: Das Wort
wird zeichenweise verarbeitet, wobei im Startzustand zo begonnen wird. Fiir jedes Zeichen, wird
in den entsprechenden Nachfolgezustand (berechnet mit der Uberfiihrungsfunktion §) gewechselt.
Ist das Wort komplett eingelesen und der aktuelle Zustand ist ein Endzustand, dann wird das
Wort vom DFA erkannt.

Beispiel 3.1.4. Betrachte den DFA M aus Beispiel M erkennt das Wort abaa: Beginne
im Zustand z. Bei Einlesen des ersten Zeichens a wechselt der Automat in Zustand z1, Einlesen
des zweiten Zeichens b im Zustand z1 ldsst den Automaten in Zustand 7o wechseln, Einlesen des
dritten Zeichens a ldsst den Automaten in 71 wechseln, und anschlieflendes Einlesen von a ldsst
den Automaten in Zustand 7o wechseln. Jetzt ist das gesamte Wort eingelesen und der Automat
ist im Zustand zo, der ein Endzustand ist.

Analog wird das Wort aba nicht vom DFA M erkannt, da M nach Abarbeitung des Wortes im
Zustand 77 ist, der kein Endzustand ist.

Die Menge der erkannten Worter ist die akzeptierte Sprache des Automaten:

Definition 3.1.5 (Akzeptierte Sprache eines DFAs). Sei M = (Z,%,6,z9, E) ein DFA. Wir
definieren die Funktion 6 : Z X £* — Z durch

§(z,€) ==z und 6(z,aw) :=5(5(z,a), w)
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Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) :={w e X*|8(z0,w) € E}.

Beachte, dass § die Uberfiihrungsfunktion ¢ solange anwendet, bis das Wort abgearbeitet wurde,
d.h.é(z,a1---a,) =6(...6(6(z,a1),as),...,a,).

Liasst man den Automaten fiir ein Wort ablaufen, so spricht auch von einem Lauf des DFAs:
Definition 3.1.6. Sei M = (Z,%,6, 20, E) ein DFA und w € X* mit |w| = n. Die Folge von

Zustinden qq, . . ., q, mit gy = zo und q; = 6(q;-1, w[i]) fiir 1 < i < n bezeichnet man als Lauf
von M fiir Wort w. Fiir einen solchen Lauf schreiben wir auch:

w[l] w(2] w[n-1] w(n]
qo q1 dn-1 — {qn

Ein Lauf der mit einem Endzustand endet, nennen wir auch akzeptierender Lauf.

Beispiel 3.1.7. Fiir den DFA M aus Beispiel[3.1.3| gilt L(M) = {uaav | uv € {a,b}*}, d. h. M
akzeptiert alle Worter, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten. Dies ldsst sich einsehen, da
Z9 von zo aus nur tiber aa erreicht werden kann, und da nach Erreichen von zs in zo verblieben
wird, und da man nach Lesen von b in 71 wieder erneut in 7 starten muss.

Beispiel 3.1.8. Wir konstruieren einen DFA iiber ¥ = {a, b}, der die Sprache aller Worter
akzeptiert, die mit abaa beginnen und mit bab enden: Fiir den Prdfix abaa konnen wir vier
Zustdnde 71, 29, 73, Z4 (zusdtzlich zum Startzustand zq) erzeugen, die von 7o aus durchlaufen
werden miissen, und einen weiteren Zustand zs, der zum Fehler fiihrt (falls der Prdfix nicht
stimmt). Das ergibt bereits:

Fiir den Suffix bab konnen wir drei weitere Zustinde zg, 77, 78 hinzufiigen, sodass zg ein Endzu-
stand ist. Fiir die Zustandsiibergdnge ab Zustand 74 miissen wir stets die Moglichkeit beachten,
dass der Suffix bab noch kommt, bzw. komplettiert wird: Wenn wir in z4 ein a lesen, verbleiben
wir in z4, da der komplette Suffix bab noch kommen muss. Wenn wir in zg ein b lesen, muss noch
ab kommen, d. h. wir verbleiben in zg. Lesen wir in z7 ein a, dann haben wir zuletzt aa gelesen,
und miissen daher noch den gesamten Suffix bab lesen und wechseln somit zuriick zu z4. Lesen
wir in zg ein b, dann haben wir bb zuletzt gelesen und miissen fiir den geforderten Suffix noch
ab lesen, d. h. wir wechseln in zg. Lesen wir in zg ein a, dann haben wir ba zuletzt gelesen und
miissen fiir den geforderten Suffix noch ein b lesen, daher wechseln wir in z7:
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3.1. Deterministische endliche Automaten

Beispiel 3.1.9. Ein DFA, der alle Worter iiber {a, b} akzeptiert, die mit abaa beginnen und mit
bab enden, sowie die Worter a, ab. Kann genau wie der Automat in Beispiel@konstruiert
werden, wobei 71 und zo zusdtzliche Endzustinde sind, d. h. der folgende Automat akzeptiert die
genannte Sprache:

Ubungsaufgabe 3.1.10. Ein Kaugummi-Automat erhdlt als Eingabe 10- und 20-Cent Miinzen
und akzeptiert genau dann, wenn er 50-Cent in der Summe erhalten hat. Modellieren Sie das
Akzeptanzverhalten des Kaugummi-Automaten, indem Sie einen DFA tiber dem Alphabet {10, 20}
konstruieren, der genau jene Worter akzeptiert, die in der Summe 50 Cent ergeben.

3.1.1. Minimierung von DFAs

Um moglichst kompakte Darstellungen (und Implementierungen) von DFAs zu erhalten, ist
man an moglichst kleinen DFAs interessiert. In diesem Abschnitt erldutern wir, wir man einen
gegebenen DFA minimieren kann, sodass die Zustandsmenge minimal wird. Dieser Abschnitt
richtet sich im Wesentlichen nach nach (Weg99).

Definition 3.1.11 (Aquivalenzklassenautomat). Sei M = (Z,%,08,z0, E) ein DFA. Wir nennen
zwel Zustdnde 7,7 € Z dquivalent und schreiben z = 7’ falls gilt: fiir alle w € £* : g(z,w) €
E g(z', w) € E. Der Aquivalenzklassenautomat zu M ist der DFAM' = (Z', %, 6,z E’)
mit Z' ={[z]= | z € Z}, z5 = [20]=, E" ={l[z]= | z € E} und 6’ ([z]=, a) = [6(z, a)]=.

Beachte, dass der Aquivalenzklassenautomat wohldefiniert ist, d. h.
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* E’ ist wohldefiniert: Aus z = 7’ folgt, dass z € E <= 7’ € E gilt (dies folgt mit w = &
ausz =7/, denn 6(z,w) € E < &(z/,w) € E)

e 6([z]=,a) ist eindeutig fir alle [z]= € Z’,a € £,dhaus z = 7/ folgt 6(z,a) = 6(7,a):
Sei z = 7/, dann gilt 6(z,w) eE — 6(z w) € E und damit auch 5(z aw) e E —
6(z aw) € E und damit auch 6(5(z,a) w) e E 6(5(1 a),w) € E.D.h. es gilt
dann auch 6(z,a) = 6(z’, a).

Satz 3.1.12. Sei M = (Z,%,6,z0, E) ein DFAund M’ = (Z',%,6', 2}, E’) der Aquivalenzklas-
senautomat zu M. Dann gilt

1. L(M) = L(M")

2. Falls alle Zustdnde in Z vom Startzustand zo erreichbar sind, dann ist M’ minimal.

Beweis. Wir beweisen zunichst den ersten Teil:
1. Seiw € X*. Dann gilt:
* M durchliuft die Zustandsfolge qo, . . ., q|| entlang w und akzeptiert w genau dann,
wenn g, € E gilt.
* M’ durchlduft die Zustandsfolge [go]=, ..., [gw|]= und akzeptiert w genau dann,
wenn [q,,(]= € E’ gilt.
Da per Definition [g),,|]= € E’ genau dann gilt, wenn q,,,| € E gilt, folgt, dass M und M’
dieselben Worter akzeptieren.
Fiir den zweiten Teil kann man beobachterll\, dass es fiir jedei Paar von Zustédnden [z,] # [z/]=
in Z’ WérterAu,v,w geben muss, sodass 6(z(,u) = [zi]=, 6(z(,v) = [z;]= und 6([z,] ,W) €
E’ & =(6([z;]=,w) € E’) (einerseits, da jeder Zustand in M’ erreichbar ist, und andererseits
da [zi]= # [Zj]E)~
Das Tripel (u,v, LV) zeigt, dafs in jedem DFA M" mit Startzustand z{j und L(M") = L(M’)
die Ungleichheit 6(z(,u) # 6(z(,v) gelten muss. Da dies fiir alle Paare von unterschiedlichen
Zustianden aus M’ gilt, kann M”’ nicht weniger Zustéinde als M’ haben. O

SchlieBlich bendtigen wir noch einen Algorithmus, um alle dquivalenten Zustinde eines gegebe-
nen DFAs zu berechnen. Dann haben wir einen Minimierungsalgorithmus fiir DFAs gefunden,
indem wir erst Aquivalente Zustiinde berechnen und dann den Aquivalenzklassenautomat bilden.
Die Ideen bei der Berechnung der dquivalenten Zusténde sind:
» Markiere Paare von Zustinden, die verschieden sein miissen (initial alle {z,z’} mit z € E,
7 ¢ E).
* Vervollstindige das Markieren, durch Untersuchen von Ubergiingen: Wenn {z, z’} noch
nicht markiert ist, dann priife fiir jedes a € X, ob die beiden Nachfolger {5(z, a),6(z’, a)}

markiert sind. Falls ja, dann markiere {z, z'}. Dieser Vorgang wird solange wiederholt bis
sich nichts mehr &ndert.

* Alle am Ende unmarkierten Paare stellen dquivalente Zustinde dar.

In Algorithmus [2]sind diese Schritte in Pseudo-Code ausformuliert.
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3.1. Deterministische endliche Automaten

Algorithmus 2 : Berechnung aller dquivalenten Zustinde
Eingabe : DFA M = (Z, %, 6, 20, E), der keine unerreichbaren Zustinde hat
Ausgabe : Zustandspaare {z, 7’} mit z # 7’ fiir die gilt z = z’
Beginn
stelle Tabelle T aller Zustandspaare {z,z’} mit z # z’ und z, 7’ € Z auf;
markiere alle Paare {z,z'}inT mitz € Eund 7’ ¢ E;
wiederhole
fiir jedes unmarkierte Paar {z,7'} in T tue
fiir jedes a € X tue
wenn {5(z,a),6(z’,a)} in T markiert ist dann
‘ markiere {z,z’} in T;
Ende
Ende
Ende
bis sich T nicht mehr verdndert,

return {{z,z’} | {z, 2’} ist nicht markiert in T}
Ende

Satz 3.1.13. Sei M = (Z,%,6,z0,E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustinde hat. Die
vom Algorithmus [2] fiir M berechneten Zustandspaare sind dquivalent und es gibt keine weitere
dquivalenten Paare.

Beweis.

 Wenn der Algorithmus 2]ein Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # z’: Wir zeigen, dass es fiir
jedes markierte Paar {z, z’} ein Wort w gibt, sodass —|(3\(z, w) e E g(z’, w) € E):
Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl an Iterationen der Wiederhole-Schleife in der
{z, 7’} markiert wird. Wenn {z, z’} vor der Wiederhole-Schleife markiert wird (die Anzahl
der Iterationen ist 0), gilt dies fiir w = &. Wenn die Anzahl an Iterationen echt grof3er als
0 ist, dann wird {z, z’} markiert, weil es a € X und ein markiertes Paar {¢, ¢’} gibt mit
6(z,a) =qundé(z’,a) = q’. Da{q, q’'} schon markiert ist zu diesem Zeitpunkt, liefert die
Induktionsannahme, dass es ein Wort w’ gibt mit ﬁ(g(q,w’) ceE & g(q’,w’) € E).
Mit w = aw’ folgt ~(8(z,w) € E & 6(z',w) € E).

* Wenn z # 7/, dann markiert der Algorithmus [2|das Paar {z, z'}: Wir fiihren einen Beweis
durch Widerspruch und nehmen an, es gibt Paare z # 7/, die vom Algorithmus nicht
markiert werden. Wir wihlen darunter das Paar {z, 7'}, fiir welches es ein minimal langes
Wort w gibt mit ~(6(z,w) € E &< 6(z/,w) € E). Wenn w = &, dann wiirde {z, 2’}
vor der Wiederhole-Schleife markiert, was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass {z, 7’}
nicht markiert wird. Wenn w = aw’ mit a € X, dann gilt: Wenn {6(z,a),d(z’,a)} vom
Algorithmus markiert wird, dann auch {z, z’}. D.h. {6(z, a), 6(z’, @) } wird nicht markiert.
Dann gilt fiir w’: = (g(é(z,a), w)eE — g(é(z’,a’),w') € E) und [w’| < |w]|. Dies
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ist ein Widerspruch dazu, dass {z, z’} minimal gewihlt wurde. O

Der Algorithmus zur Bestimmung der diquivalenten Paare kann in Zeit O (|Z|*-|%|) implementiert
werden: Wir gehen davon aus, dass die Tabelle 7" durch ein zweidimensionales Array der Grofie
|Z| X |Z| reprasentiert wird.

Jeder Durchlauf der Wiederhole-Schleife benétigt Zeit O(|Z|?|Z|). Die Anzahl der Durchliufe
der Wiederhole-Schleife ist durch |Z|? begrenzt, da es nur |Z|? Paare gibt und mindestens ein
Paar pro Durchlauf markiert wird. Die restlichen Schritte benotigen konstante Laufzeit. Es gibt
schnellere Implementierungen, mit Laufzeit O (|Z|?|Z]) (siehe (HMUO6)).

Algorithmus 3] beschreibt den gesamten Algorithmus zur Zustandsminimierung von DFAs.

Algorithmus 3 : Minimierung von DFAs

Eingabe : DFA M = (Z,%, 6, 20, E)

Ausgabe : Minimaler DFA M’ mit L(M) = L(M")

Beginn
entferne Zustinde aus M, die vom Startzustand nicht erreichbar sind;
berechne dquivalente Zustinde mit Algorithmus
erzeuge den Aquivalenzklassenautomat, indem die berechneten dquivalenten

Zustinde vereinigt werden;
Ende

Beispiel 3.1.14. Sei X = {a, b, c} und der folgende DFA M gegeben:

Wir berechnen den Minimalautomaten zu M. Zundchst sind alle Zustdnde vom Startzustand 7
aus erreichbar und wir konnen direkt die dquivalenten Zustinde berechnen: Die Tabelle T wird
erstellt als
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Initiales Markieren alle Paare {z, 7'} mit z € {z0, 21, 22, 23} und 7' € {z4, 75} ergibt

11
22
<3
24

<5

<1
22
23
<4

<5

20

<1

22 23 24

X X[ XX
X X[ XX
Z0 21 22 13 Z4

Durchlaufen der Wiederhole-Schleife markiert
e {z0,21}, da {6(z0,¢),6(z1,¢)} = {23, 24} bereits markiert ist,

e {20,229}, da {6(z0,¢),6(z9,¢)} = {z3, 24} bereits markiert ist, und

e {z0,23}, da {6(z0, ), 6(z3,¢)} = {z3, 25} bereits markiert ist.

Weitere Markierungen werden nicht durchgefiihrt, d. h. T hat nach Verlassen der Wiederhole-

Schleife die Form:

21
22
<3
24

<5

X

X

X
XXX X
XXX X
20 21 22 I3 24

Das ergibt z1 = z3, 21 = 22, Z2 = 23, 24 = 25 und daher die Aquivalenzklassen [zg]= = {z0},

[z1]z = {z1, 22, 23}, 24= = {24, 25} und den Minimalautomaten
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3.1.2. DFAs akzeptieren regulire Sprachen

Wir zeigen, dass die von DFAs akzeptierten Sprachen allesamt regulér (d. h. Typ 3-Sprachen)
sind. Spiter werden wir auch die Umkehrung zeigen (zu jeder regulédren Sprache, gibt es einen
DFA, der diese Sprache akzeptiert).

Theorem 3.1.15. Sei M = (Z,%, 8, 20, E) ein DFA. Dann ist L(M) eine reguldire Sprache.

Beweis. Fiir einen DFA M = (Z,Z%, 6, zo, E) konstruieren wir eine regulire Grammatik G =
(V,Z,P,S) mit L(G) = L(M): EsseiV = Z, § = zg und P enthalte fiir jeden Zustand z; € Z
und Zeichen a € X mit §(z;, a) = z; die Produktion z; — az; € P und falls z; € E zusitzlich
die Produktion z; — a. Falls zg € E gilt (d.h. £ € L(M)) fiige die Regel zg — & zu P hinzu.

Wie zeigen, dass fiir jedes Wort w € X* gilt: w € L(M) < w € L(G). Fallsw = ¢, so
gilt dies offensichtlich. Falls w = a; - - - a,,, dann gilt w € L(M) genau dann, wenn es Zustidnde

Z1,.+.,2m € Z gibt mit 6(z;-1,a;) = z; und z,, € E. Die letzte Aussage ist dquivalent dazu,
dass es Ableitungsschritte zo =¢ a121, a1 ai—1z2i-1 =>¢ a1---a;z; firi =1,...,m — 1 und
ai- - am-1Zm-1 =¢ ai - - an gibt, sodass sich die Ableitung zg :*G aj - - - a,, konstruieren
ldsst, was erneut genau dann gilt, wenn w € L(G) gilt. O

Beispiel 3.1.16. Die reguldre Grammatik zum DFA aus Beispiel entsprechend zum Beweis
von Theorem|3.1.15ist G = (V,Z,P,S) mit V = {z9, 21,22}, £ ={a, b}, S = zg und

P ={z0 — azi,z0 = bz0,21 — az2,21 = a,21 — bzp,22 — az2,22 = a,22 — bze, 70 — b}.

Z. B. akzeptiert M das Wort babaaa, denn 6(z9, b) = zo, 6(z0,a) = z1,6(z0, b) = 20,6(z0,a) =
21,6(z1,a) = 22,6(z2,a) = z9. Die dazu passende Ableitung fiir Grammatik G ist

20 =¢ bzop =¢ baz1 =g babzg =¢ babazy =g babaazs =g babaaa.

Die Umkehrung der letzten Aussage (fiir jede reguldre Sprache L gibt es einen DFA M, der L
akzeptiert) gilt auch, aber wir brauchen weitere Mittel, um sie zu beweisen. Die Kodierung im
Beweis der letzten Aussage ist nicht immer riickwirts anwendbar, sobald es z. B. Produktionen
A — aA;und A — aAs in der reguldren Grammatik gibt, ist nicht klar, wie die Uberfijhrungs—
funktion des DFA aussehen muss.

Ein Hilfsmittel sind daher die nichtdeterministischen endlichen Automaten, die wir erst spiter
einfithren werden.

3.2. Nichtdeterministische Endliche Automaten

Nichtdeterministische Automaten ermoglichen es dem Automaten, nicht eindeutig, sondern durch
,,Raten* in einen Zustand zu wechseln. Wahrend die Uberfijhrungsfunktion 0 bei DFAs eine Funk-
tion ist und damit eindeutig (deterministisch) angibt, welcher Nachfolgezustand in Abhéngigkeit
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vom aktuellen Zustand und dem gelesenen Zeichen zu besuchen ist, erlauben nichtdetermini-
stische Automaten, den Zustandswechsel nichtdeterministisch zu machen, d. h. durch ,,Raten
einen von mehreren Nachfolgezustinden aufzusuchen.

Z.B. driickt der folgende Zustandsgraph aus, dass bei Lesen des Zeichens a im Zustand z sowohl
in Zustand z; als auch in Zustand z gewechselt werden darf:

v
()

Formal wird dies gehandhabt, indem die Uberfiihrungsfunktion § bei nichtdeterministischen
Automaten nicht mehr einen Nachfolgezustand, sondern eine Menge von Nachfolgezustinden
liefert. AuBerdem darf es auch mehrere Startzustinde geben, daher haben nichtdeterministische
endliche Automaten eine Menge von Startzustdnde:

Definition 3.2.1. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic finite automa-
ton, NFA) ist ein 5-Tupel (Z, %, 6, S, E) wobei

o Z ist eine endliche Menge von Zustanden,

* X ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z N X) = 0,

* § C Z ist die Menge der Startzustinde,

* E C Z ist die Menge der Endzustinde (oder auch akzeptierende Zustinde) und

* §:ZXX — P(Z) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder Uberfiihrungsfunktion).

Beachte, dass nichtdeterministische Automaten auch erlauben, dass es keinen Nachfolgezustand
gibt bei Lesen eines Zeichens. In diesem Fall ist 6(z, @) = 0 und das Wort wird verworfen (wenn
es keine andere Moglichkeit gibt, einen Endzustand zu erreichen). Passend zum Raten, erkennt
ein NFA ein Wort w, wenn es einen Pfad von einem Startzustand zu einem Endzustand gibt. Die
nichste Definition macht dies formal:

Definition 3.2.2 (Akzeptierte Sprache eines NFA). Sei M = (Z,%,6, S, E) ein NFA. Wir defi-
nieren § : (P(Z) x T*) — P(Z) induktiv durch:

g(X,s) =X fiiralle X C Z
0(X,aw) = U 6(6(z,a),w) fiiralle X C Z
zeX

Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) := {w € X* | g(S, w)NE # 0}

Beachte, dass die Definition {w € Z* | S (S,w)NE # 0} dquivalent dazu ist, dass ein Endzustand
z € E existiert mit z € 5 (S,w) (d.h. ein Pfad von einem Startzustand zu einem Endzustand
entlang w geniigt, um w zu erkennen). Beachte, dass NFAs mit leerer Menge von Startzustinden
moglich und wohldefiniert sind:
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Beispiel 3.2.3. Sei M = (Z,%,6,0, E) ein NFA. Dann ist L(M) = 0.

Fiir Zustandsgraphen verwenden wir fiir NFAs die gleiche Notation wie bei DFAs, nur dass es
mehrere Startzustinde geben kann, dass es mehrere ausgehende Pfeile mit gleicher Markierung
geben kann, und dass es nicht fiir jedes Zeichen a € ¥ einen Pfeil geben muss.

Beispiel 3.2.4. Sei M = ({z0, 21, 22,23}, {a, b, c}, 8, {z0, 23}, {z3}) ein NFA mit

0(z0,a) ={z0,z1}  0(z1,a) ={z2}  6(z2,a) ={z3}  O(z3,a) =0
6(z0, b) = {z0} 6(z1,b) ={z2}  6(z2,b) ={z3}  6(z3,b) =0
6(z0,¢) = {zo} 0(z1,¢) ={z2}  6(z2,¢) ={z3}  0(z3,¢) =0

a,b,c
. a a,b,c a,b,c
Der Zustandsgraph zu M ist ( 20 >@ @ .

Die von M akzeptierte Sprache sind alle Worter aus {a, b, c}*, die an drittletzter Stelle ein a
haben, sowie das leere Wort, d. h. L(M) = {€} U ({a, b,c}* o {a} o {a,b,c} o{a,b,c}) oderin
anderer Schreibweise L(M) = {€} U {uaw | u € {a,b,c}*,w € {a, b, c}*}.

Genau wie beim DFA verwenden wir die Notation eines Laufs auf einem NFA, und sprechen
von einem akzeptierenden Lauf, wenn dieser mit einem Endzustand endet. Wihrend beim DFA
der Lauf fiir ein gegebenes Wort eindeutig ist, kann es beim NFA mehrere (verschiedene) Liufe
fiir ein und dasselbe Wort geben. Der NFA akzeptiert das Wort, wenn es mindestens einen
akzeptierenden Lauf fiir das Wort gibt.

3.3. Regulire Sprachen konnen durch NFAs erkannt werden

Wir zeigen, dass jede regulidre Sprache L durch einen NFA M akzeptiert wird.
Theorem 3.3.1. Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis. Da L regular ist, gibt es eine reguldre Grammatik G = (V,%, P, S) mit L(G) = L.
Sei M = (Z,%2,6,5’,FE) ein NFA mit Z = VU{zg} (d.h. zg ist ein neuer Zustandsname),
S"={S}undseid : Zx X — P(Z) definiert durch 6(A,a) :={B| A — aB € P} U {zg |
falls A — a € P} fiiralle A € Vund a € £ und 6(zg,a) = 0 firallea € X. Falls S — ¢ € P sei
E = {8, zg}, und ansonsten sei £ = {zg}.

Wir zeigen, dass L(M) = L(G) gilt. Offensichtlich gilt £ € L(M) genau dann, wenn € € L(G).
Firw = ay ---a, gilt: w € L(G) genau dann, wenn es es eine Ableitung S =g a141 -+ =¢
ai---ap-1A,-1 =>¢g ai - - - a, gibt. Mit der Konstruktion des NFAs M gilt, dass dies dquivalent
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dazu ist, dass es Zustinde Ai,...,A,_1 gibt, sodass A1 € 6(S,a1), Aix1 € 6(A;, aiy1) fiir
i=1,...,n—2und zg € 6(A, -1, an), was wiederum dquivalent zu w € L(M) ist- O

Beispiel 3.3.2. Betrachte die regulire Grammatik G = (V,Z,P,A) mit V = {A,B,C, D},
Y ={a,b,c}und
P={A—>¢e|aB|bB|cB]|aC,

B — aB|bB|cB|aC,

C > aD |bD|cD,

D —al|b]|c}
Der zu G passende NFA gemdf} der Konstruktion im Beweis von Theorem ist M =
(Z,2,6,S,Eymit Z=V U {zg} ={A,B,C,D,zg}, E = {A,zg}, S = {A} und

§(A,a)=(B,C} &(B,a)={B,C} &6(C,a)={D} &6(D,a)={zr} 6(zx,a)=0
S(A,b)=(B}  &(B,b)={B}  6(C,b)={D} &(D,b)={zr} &(zx,b)=0
§(A,c)=(B}  &(B,c)={B}  6(C,c)={D} &(D,c)={zr} 6(zx,c)=0

Der Zustandsgraph zu M ist

Z. B. wird bacabc von G erzeugt (denn A = bB = baB = bacB = bacaC = bacabD =
bacabc) und von M akzeptiert, denn A ist Startzustand, B € 6(A, b), B € §(B,a), B € 6(B, c),
Ceé(B,a), D e 5(C,b), zg € 6(D,c) und zg ist Endzustand.

Es gilt L(G) = L(M) = {€} U {uaw | u € {a,b,c}*,w € {a,b,c}?}, d. h. es wird dieselbe
Sprache wie in Beispiel vom NFA M akzeptiert bzw. von der Grammatik G erzeugt.

3.4. Uberfiihrung von NFAs in DFAs

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass wir zu jedem NFA M einen DFA M’ konstruieren kénnen,
sodass L(M) = L(M’) gilt. Erstmals wurde diese Konstruktion von Michael O. Rabin und Dana
Scott 1959 bewiesen (sieche (RS59)).

Theorem 3.4.1. Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Beweis. Fir NFA M = (Z,%,6,S, E) konstruieren wir den DFA M’ = (Z’,%,6’,8’, E’) mit
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* 7/ =P(Z), d.h. die Zustandsmenge ist die Potenzmenge von Z (fiir jede Teilmenge von
Z gibt es einen Zustand),

» §’ = § (der Startzustand ist die Teilmenge S C Z, die Menge aller Startzustdnde von M),

e E'={X€Z | (EnX)# 0} (alle Teilmengen von Z, die mindestens einen Endzustand
von M enthalten) und

¢ §'(X,a) = U 6(z,a) = 6(X,a) (d.h. §(X,a) berechnet die Menge aller von X aus
zeX
erreichbaren Zustinde in M, was dasselbe ist, was 5 berechnet.).
Wir beweisen, dass L(M) = L(M’) gilt. Seiw =ay ---a, € X"

Es giltw € L(M) genau dann, wenn 5(S,w)NE # 0. GemiB Deﬁnitionist dquivalent dazu,
dass es eine Folge Z1, . .., Z, von Teilmengen von Z gibt, mit §(S,a1) = Z1, 6(Z;, ai+1) = Zin
firi =1,...,n—1und Z,NE # (. Gemil obiger Konstruktion folgt, dass dies dquivalent dazu ist,
dass es eine Folge Z1, . . ., Z, von Teilmengen von Z gibt, mit 8’ (S, a1) = Z1, 6’ (Z;, ai+1) = Ziv1
firi =1,...,n—1und Z, N E # 0. Die letzte Aussage ist dquivalent zu g’(S’, w) € E’, was
wiederum dquivalent zu w € L(M’) ist. O

Beispiel 3.4.2. Betrachte den NFA M aus Beispiel Entsprechend der Kon-
struktion im Beweis zu Theorem wird der folgende DFA M’ erstellt: M’ =
(P({z0, 21,22, 23}), {a, b, ¢}, 6", §", E') mit

* 8" ={z0,23}

o E' = {{z3}, {20, 23}, {z1, 23}, {22, 23}, {20, 21, 23}, {20, 22, 23}, {21, 22, 23}, {20, 21, 22, 23} }

* 6'(0,d) =0 fiird € {a,b,c} 6’ ({z1,22},d) ={z9, 23} fiird € {a, b, c}
0'({zo},a)  ={z0,z1} 6’ ({z1, 23}, d) ={z2} fiird € {a, b, c}
6,({Z0}’d) ={Z()}fl;l'l’d € {b,C} 6,({Z2’ ZS}’d) ={Z3}fﬁrd € {Cl,b,C}

0'{z1},d)  ={z2} fiird € {a,b,c} 6" ({z0,21,22},a@)  ={z0,21,22,23}
0'({z2},d)  =A{z3}fiird € {a,b,c} ¢ ({z0,z21,22},d)  ={z0,22,23} fiir d € {b, c}
0'({z3},d) =0 fiird € {a,b,c} 0'({z0,z1,23},a)  ={z0,21,22}

0’ ({z0, 21}, @) ={z0, 71, 22} 0'({z0, 21,23}, d)  ={z0, 22} fiir d € {b, c}
0'({z0, 21}, d) ={z0, 22} fiir d € {b,c} 6"({z0,22,23},a)  ={z0, 21,23}

0’ ({z0, 22}, a) ={z0, 21, 23} 0'({z0, 22,23}, d)  ={z0, 23} fiir d € {b, c}
0'({z0, 22}, d) ={z0, z3} fiir d € {b,c} 0"({z1,22,23},d)  ={z2,z3} fiird € {a, b, c}
0’ ({z0, 23}, a) ={z0, 21} 6’ ({20, 21, 22, 23}, @) ={z20, 21, 22, 23}

6" ({20, 23}, d) ={zo0} fiir d € {b, c} 6" ({20, 21, 22, 23}, d) = {20, 22, 23} fiir d € {b, c}

Gezeichnet ergibt dies, wobei wir vom Startzustand nicht erreichbare Zustinde weglassen:
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Die im Beweis zu Theorem [3.4.1| vorgestellte Potenzmengen-Konstruktion eines DFA aus einem
NFA fiihrt zu einer exponentiellen Anzahl an Zustinden im DFA beziiglich der Anzahl an
Zustinden im NFA. Das Beispiel[3.4.2)zeigt, dass nicht alle Zustinde tatsdchlich bendtigt werden
(da unerreichbare entfernt werden konnen), aber es klédrt auch nicht die Frage, ob man einen
besseren Algorithmus angegeben kann, der einen DFA mit weniger Zustédnden generiert.

Das folgende Lemma widerlegt dies und zeigt, dass es Sprachen L gibt, fiir die jeder DFA, der
L akzeptiert, exponentiell grof in der Grofle eines NFA ist, der L akzeptiert.

Lemma 3.4.3. Sei L, = {uav | u € {a,b}*,v € {a, b} '} fiir n € N, die Sprache aller Worter
aus {a, b}", die an n-letzter Stelle ein a haben. Dann gilt fiir alle n € IN:

* Es gibt einen NFA M,, mit L(M,) = L,, und M,, hat n + 1 Zustdnde.
» Es gibt keinen DFA M, mit L(M,) = L, sodass M], weniger als 2" Zustiinde besitzt.

Beweis. Sei M,, der folgende NFA:

a,b

Offensichtlich akzeptiert M,, die Sprache L,,: Zum Akzeptieren miissen die Zustdnde zg, z1, . . . Zn
in dieser Reihenfolge durchlaufen werden, was genau mit dem Wort av mit v € {a,b}" und
|v| = n—1 moglich ist. Zuvor kann beliebig lang im Startzustand z verblieben werden und dabei
jedes Wort u € {a, b}* gelesen werden.

Fiir den zweiten Teil der Aussage fiihren wir einen Beweis durch Widerspruch. Nehme an, es
gibt n € N und einen DFA M’ = (Z,{a, b}, 6, z9, E) mit L(M’) = L,, und M’ hat weniger als
2" Zustinde. Sei W = {a, b}", d.h. W enthilt alle Worter, die aus n Zeichen bestehen. Es gibt
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genau 2" verschiedene solche Worter (d. h. |W| = 2™). Da M’ weniger als 2" Zustidnde hat, muss
es zwei verschiedene Worter w # w’ mit w, w’ € W geben, so dass g(zo, w) = g(zo, w') = z; gilt
(nach Einlesen beider Worter befindet sich M’ in ein und demselben Zustand z;). Sei j die erste
Position an der sich w und w’ unterscheiden. Der Fall j = 1 kann nicht gelten, da dann z; € E als
auch z; ¢ E gelten miissten. Fiir den Fall j > 1 erhalten wir 0.B.d.A. w = uav und w’ = ubv’ mit
lu| = j — 1 und |v| = |v/| = n — j Betrachte die Worter wo = uavbh/~! und wy = ubv'bI =1 (wir
verlangern w und w’ um j — 1 b’s). Dann muss gelten 5(wo) = g(wf)), dad(uav) = z; = 6(ubv’).
Offensichtlich gilt aber wo € L, ulld w( & Ly, was fordert, dass g(wo) € E und g(wa) ¢ E, was
ein Widerspruch ist (da 6(wo) = 6(wy)) ). Daher war unsere Annahme falsch und es gibt keinen
DFA mit weniger als 2" Zustidnden, der die Sprache L,, akzeptiert. |

Theorem 3.4.4. DFAs und NFAs erkennen genau die reguliren Sprachen.

Beweis. Wir haben gezeigt:
1. DFAs erkennen regulédre Sprachen.
2. Jede reguldre Sprache wird auch durch einen NFA akzeptiert.

3. Jede von einem NFAs akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
wurde in Theorem in Theorem und (@) in Theorem bewiesen. Die
Kombination der Aussagen (2) und (3) zeigen, dass jede reguldre Sprache durch einen DFA
akzeptiert wird, was in Kombination mit Aussage (I)) zeigt, dass DFAs genau die regulédren
Sprachen erkennen. Fiir NFAs wurde eine Richtung direkt bewiesen, die andere Richtung (NFAs
erkennen reguldre Sprachen) folgt durch einen Beweis mit Widerspruch: Nehme an, dass NFAs
auch nicht-regulire Sprachen akzeptieren konnen. Dann folgt aus Aussage (3)), dass auch DFAs
nicht-reguldre Sprachen akzeptieren, was jedoch ein Widerspruch zu Aussage (1)) ist. D. h. die
Annahme war falsch und NFAs erkennen nur regulére Sprachen. O

3.5. NFAs mit s-Ubergingen

In diesem Abschnitt stellen wir Varianten von NFAs vor, die deren Ausdruckskraft nicht veran-
dern, aber manchmal noch einfachere Konstruktionen oder Beweise zulassen.

Ein NFA mit e-Ubergiingen, erlaubt es von einem Zustand in einen anderen Zustand zu wechseln,
ohne ein Zeichen zu lesen (sondern durch Lesen des leeren Worts ). Da NFAs sowieso nichtde-
terministische Zustandswechsel erlauben, fiihrt diese Erweiterung nicht zu neuer Ausdruckskraft.

Definition 3.5.1 (NFA mit &-Ubergiingen). Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
e-Ubergingen (NFA mit e-Ubergdngen) ist ein Tupel M = (Z,%, 6, S, E) wobei

» Z ist eine endliche Menge von Zustinden,

* X ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z N X) = 0,

* § C Z ist die Menge der Startzustéinde,

* E C Z ist die Menge der Endzustinde (oder auch akzeptierende Zustiande) und
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¢ §: Zx(ZU{e}) — P(Z) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder Uberfiihrungs-
funktion).

Beachte, dass die Definition sich von der Definition der NFAs nur dadurch unterscheidet, dass
der Definitionsbereich von § nun (Z x (X U {&})) anstelle von (Z x X) ist. D.h. der Automat
kann auch bei Lesen des leeren Wortes den Zustand wechseln.

Beispiel 3.5.2. Ein Beispiel fiir einen NFA mit e-Ubergiingen ist:

a,b,c

Wir haben die akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergiingen noch nicht formal definiert,
aber es ist einsichtig, dass obiger Automat die Sprache iiber {a, b, c} erkennt, die aus allen
Wortern besteht, die an drittletzter, vorletzter, oder letzter Stelle ein a haben, sowie das leere
Wort: Das leere Wort wird akzeptiert, da z1 Start- und Endzustand ist. Vom Startzustand 7, aus
sind andere Worter nicht relevant. Vom Startzustand zo kann erst beliebig oft a, b, c gelesen
werden, irgendwann muss jedoch eindeutig a gelesen werden, um in Richtung Endzustand zu
wandern. Nachdem Zustand zo erreicht wurde, kann einer der Endzustdnde z1 oder z4 erreicht
werden, indem 0, 1 oder 2 beliebige Zeichen gelesen werden.

Bevor wir die akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergiingen definieren (konnen), erliutern
wir, wie wir alle durch &-Ubergiinge erreichbaren Zustiinde — ausgehend von einem Zustand bzw.
einer Zustandsmenge — berechnen kdnnen:

Definition 3.5.3. Sei M = (Z,%,6, S, E) ein NFA mit e-Ubergiingen. Die g-Hiille clos .(z) eines
Zustands z € Z ist induktiv definiert als die kleinste Menge von Zustdinden, welche die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

1. z € closg(2).
2. Wenn 7' € closs(z) und 7"’ € 6(7’, €), dann ist auch 7"’ € clos ¢(z).

Fiir eine Zustandsmenge X C Z definieren wir clos - (X) := J,cx clos:(2).
Die e-Hiille fiir eine Zustandsmenge X C Z kann auch berechnet werden durch:

X, wenn (J,ex0(z,8) € X

clos¢(X) := { clos ¢(X U U, ex 6(z, €)), sonst
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Beispiel 3.5.4. Betrachte den NFA mit e-Ubergingen aus Beispiel Dann gilt:

clos ¢(z0)= {zo}
closg(z1)= {z1}
closg(z4)= {z4}
clos¢(z3)={z1, 23, 24}
clos¢(z2)={z1, 22,23, 24}

Fiir die Definition der akzeptierten Sprache eines NFA mit e-Ubergiingen wird nun stets nach
dem Anwenden der Uberfiihrungsfunktion ¢ die erhaltene Menge noch abgeschlossen beziiglich
der e-Ubergiinge (durch Anwenden des clos .-Operators).

Definition 3.5.5 (Akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergiingen). Sei M = (Z,%,6, S, E)
ein NFA mit e-Ubergingen. Wir definieren 6 : (P(Z) x £*) — P(Z) induktiv durch:

5(X,e):=X und &(X,aw):= | 6(closg(6(z,a)),w) fiiralle X C Z
zeX

Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) := {w € 2* | 6(closs(S), w) N E # 0}.

Bemerkung 3.5.6. Die Anwendung des clos .-Operators auf die Menge S ist notwendig. Be-
trachte den NFA mit &-Ubergiingen:

e a
>
Die akzeptierte Sprache ist {a}, aberg(S, a) :g( clos¢(6(zg,a)), e)=clos(6(zp,a))=clos(0)=0

wéihrend 5(closg(S),a)=0({z0,z1},a)=closz(6(z0,a)) U  closg(6(z1,a))=0 U
clos ¢ ({z2}) ={z2}-

Satz 3.5.7. NFAs mit e-Ubergingen akzeptieren genau die reguliiren Sprachen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede regulire Sprache von einem NFA mit e-Ubergiingen ak-
zeptiert wird: Sei L regulér. Dann gibt es einen NFA M = (Z,%,6, S, E), der L akzeptiert. Der
NFA mit e-Ubergingen M’(Z, %, ¢, S, E) mit 8’ (z,a) := 6(z,a) firallea € X und ¢’ (z, &) := 0
akzeptiert ebenfalls L (da L(M) = L(M")).

Fiir die andere Richtung (akzeptierte Sprachen von NFAs mit e-Ubergiingen sind regulir) sei
ein NFA mit e-Ubergiingen M = (Z,%,6, S, E) gegeben. Wir konstruieren einen NFA M’ mit
L(M) = L(M’), woraus dann mit Theorem [3.4.4] direkt folgt, dass L(M) regulir ist.

SeiM’' =(Z,%,6,8,E) mit S’ = closo(S) und 6’ (z,a) = clos:(6(z,a)).

Wir zeigen, dass fiir alle X C Z und alle w € £* gilt: 5(closs(X),w) = 5( clos¢(X),w). Daraus
folgt dann sofort, dass L(M) = L(M") gilt.

Wir verwenden Induktion iiber die Wortldnge |w|. Die Induktionsbasis ist, dass |w| = 0 und
daher w = &. Dann gilt 6 (clos ¢ (X), &) = closs(X) = 6’ (clos(X), ).
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Fiir den Induktionsschritt sei w = au mit a € 2. Als Induktionshypothese (I.H.) verwenden wir,
dass gilt: 6(clos (W), u) = 6(clos (W), u) fiir alle W C Z.

Wir formen um:

S(closg(X),au) = |J 6(closg(6(z,a)),u) =1.u. U & (closg(6(z,a)),u)

z€closg(X) z€closg(X)

= U &(8(z,a),u) =5 (closz(X), au) = &' (closz(X), w) O

z€eclosg (X)

Fiir NFAs mit -Ubergiingen konnen wir leicht fordern, dass sie genau einen Startzustand und
genauen einen Endzustand besitzen:

Satz 3.5.8 (NFA mit &-Ubergingen und eindeutigen Start- und Endzustéinden). Fiir jeden NFA
M mit g-Ubergiingen gibt es einen NFA M’ mit e-Ubergingen, sodass L(M) = L(M') und
M’ genau einen Startzustand und genau einen Endzustand hat, wobei diese beiden Zustinde
verschieden sind.

Beweis. SeiM = (Z,%,6, S, E). Dann konstruiere M’ = (Z U{zp,zg}, Z,8",{z0}, {zE}), wobei
zo # zg neue Zustande sind und

0’ (z0,8) =S
6’ (z0,a) =0 firallea € X
6 (z,w)=6(z,w) firalleze Zundw € ({e} UX)
0’ (z,&) ={ze} firallez € E
0 (ze,w)=0 fiir allew € ({e} UX)

Bildlich dargestellt:

O O |
2O e +OLeO
O O |

Offensichtlich gilt L(M) = L(M"). O

Beispiel 3.5.9. Betrachte erneut den NFA mit e-Ubergingen aus Beispiel|3.5.2}

D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025 35 Stand: 2. Juli 2025



3. Reguldre Sprachen

Der dazu entsprechend Satz konstruierte NFA mit e-Ubergiingen und eindeutigen Start-
und Endzustdnden ist:

3.6. Regulire Ausdriicke

Regulire Ausdriicke sind (genau wie Grammatiken oder Automaten) ein Formalismus zur Dar-
stellung von Sprachen. Hierbei wird durch einen Ausdruck, der aus Basisausdriicken und Ope-
ratoren aufgebaut ist, die Sprache definiert.

Definition 3.6.1 (Reguldrer Ausdruck). Sei X ein Alphabet. Ein reguldrer Ausdruck iiber X ist
induktiv definiert durch

* ( ist ein reguldirer Ausdruck

* & ist ein reguldrer Ausdruck

* a mita € X ist ein reguldrer Ausdruck

* Wenn a1 und ao reguldre Ausdriicke sind, dann ist auch ayas ein reguldrer Ausdruck.

o Wenn a1 und as reguliire Ausdriicke sind, dann ist auch (a1|a2) ein reguldrer Ausdruck.
o Wenn a regulirer Ausdruck ist, dann auch (a)*

Die von einem reguliren Ausdruck a erzeugte Sprache L(«) ist induktiv iiber dessen Struktur
definiert:
L(0):=0
L(e) :={¢e}
L(a) :={a} fiiracX
L(ayraz) = L(a1)L(az) = {uv | u € L(a1),v € L(a2)}
L(ail|az) := L(a1) U L(a2)
L((@)*) = L(a)*
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Da L((ai|as)|as) = L(ay|(az]as)) fir alle reguldren Ausdriicke a1, as, a3, lassen wir oft
Klammern weg und schreiben (a1 |as| .. . |ay).

Beispiel 3.6.2. Die vom reguliiren Ausdruck (a|b)*aa(a|b)* erzeugte Sprache (iiber dem Alpha-
bet {a, b}) sind alle Worter, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten.

Der reguldre Ausdruck (g|((alb|c)*a(alb|c)(alb|c)(alb|c))) erzeugt die Sprache aller Worter
iiber dem Alphabet {a, b, c}), die an viertletzter Stelle ein a haben, sowie das leere Wort.

Der regulire Ausdruck
((O1112[3[41516]718]9)[1(0]1]2[3[4[516]7|8|9)|(2(0[1]2[3))):((0]1]2[3]4]5) (0[1]2[3]4|5|6]7]8[9))
erzeugt alle giiltigen Uhrzeiten im 24-Stunden-Format.

Bemerkung 3.6.3. Alle endlichen Sprachen sind durch reguldre Ausdriicke beschreibbar: Sei
S ={w1,...,wy} eine endliche Sprache, dann erzeugt (w1|wo| ... |w,) die Sprache S.

Theorem 3.6.4 (Satz von Kleene). Regulire Ausdriicke erzeugen genau die reguldren Sprachen.

Beweis. Wir miissen zwei Richtungen zeigen:
1. Jede von einem reguléren Ausdruck erzeugte Sprache ist regulér.
2. Fiir jede regulére Sprache gibt es einen reguldren Ausdruck, der sie erzeugt.
1. Sei a ein regulirer Ausdruck. Wir konstruieren induktiv iiber die Struktur von @ einen NFA

M, mit e-Ubergiingen und eindeutigen Start- und Endzustiinden, der L(«) akzeptiert. Die
Induktionsbasis stellen die Basisausdriicke dar:

. a
¢ Fiir a € X konstruiere den Automaten —>©—>© .
.. . £
¢ Fiir £ konstruiere den Automaten —>Q—>© .
¢ Fiir 0 konstruiere den Automaten —>© @ .

In allen drei Fillen ist offensichtlich, dass der NFA mit &-Ubergingen und eindeutigen
Start- und Endzustinden die Sprache L(«) akzeptiert.

Fiir den Induktionsschritt sei « ein regulédrer Ausdruck, der Operatoren enthilt. Als Induk-
tionsannahme nehmen wir an, dass fiir alle reguldren Ausdriicke, die echte Unterausdriicke
von « sind, ein NFA mit e-Ubergingen und eindeutigen Start- und Endzustinden existiert,
der die entsprechende Sprache akzeptiert.

Wir betrachten alle drei moglichen Fille fiir den Aufbau von @

a) Falls @ = aj@9, dann liefert die Induktionshypothese NFAs mit s—Ubergéingen und
eindeutigen Start- und Endzustinden M,, mit L(«@;) = L(M,,) fiir i = 1,2. Kon-
struiere M, wie folgt: Verbinde den Endzustand von M,, mit einem &-Ubergang
mit dem Startzustand von M,, und mache den Startzustand von M,, zum neuen
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b)

c)
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Startzustand von M, und den Endzustand von M,, zum neuen Endzustand von M.
Bildlich skizziert wird

00 ~0=0
O O—=0 O

Offensichtlich gilt L(M,) = L(M,)L(M,). Mit der Induktionsannahme gilt daher
L(M,) = L(ay)L(a3). Definition liefert L(aya2) = L(a1)L(a3) und daher
L(Mg) = L(a).

Falls @ = (ai|az), so liefert die Induktionshypothese NFAs M,,, M,, mit &-
Ubergiingen und eindeutigen Start- und Endzustinden, sodass L(e;) = L(My,)
fiir i = 1, 2. Konstruiere M4, |q,) Wie folgt: Fiige einen neuen Startzustand zo und
einen neuen Endzustand zx hinzu. Fiir i = 1, 2 fiige einen &-Ubergang von zg zum

Startzustand von M, hinzu. Fiir i = 1,2 fiige einen e-Ubergang vom Endzustand
von M, zu zg hinzu. Bildlich wird

O » O : :
zu
O ¥ O 8 8
@z

Offensichtlich gilt L(My) = L(Mg,) U L(M,,). Mit der Induktionsannahme gilt
daher L(M,) = L(a1) U L(as3). Definition liefert L(aq|as) = L(a1) U L(as)
und daher L(M,) = L(a).
Falls @ = (a1)*, dann liefert die Induktionshypothese einen NFA mit -Ubergiingen
und eindeutigem Start- und Endzustand M,, mit L(M,,) = L(M). Konstruiere M,
durch Hinzufiigen eines neuen Startzustands, eines neuen Endzustands und von e-
Ubergiingen vom alten Endzustand zum alten Startzustand, vom alten Endzustand

zum neuen Endzustand, vom neuen Startzustand zum ehemaligen Startzustand, und
vom neuen Startzustand zum neuen Endzustand D. h. bildlich wird

OO -

Der e-Ubergang vom neuen Start- zum neuen Endzustand wird eingefiigt, um das 0-
fache Wiederholen von a zu ermdglichen (und damit das leere Wort € zu akzeptieren).

zu
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Man kann hierfiir nicht den alten Startzustand verwenden, denn dann wiirde man u. U.
z.B. Prifixe von Wortern akzeptieren, die vorher so nicht erzeugt wurden. Ebenso
kann man nicht den alten Endzustand verwenden, da sonst Suffixe akzeptiert wiirden,
die vorher nicht erzeugt wurden. Die neue Transition vom alten Endzustand zum
alten Startzustand, kann genommen werden, jedesmal wenn man vom alten Start-
zum alten Endzustand gelangt ist, d.h. man hat ein Wort aus L (M, ) gelesen. Mit der
Riickwirtskante und der Kante zum neuen Endzustand erkennt man daher L(M,,)*.

Insgesamt gilt L(M,) = L(M,,)*. Mit der Induktionsannahme gilt daher L(M,) =
L(a1)*. Definition [3.6.1]liefert L(a}) = L(a1)* und daher L(M,) = L(«)

2. O.B.d.A. sei eine reguldre Sprache durch einen DFA M = (Z,X,48,z1, E), der diese
akzeptiert, gegeben. Wir konstruieren einen reguldren Ausdruck a sodass L(M) = L(«@)
gilt. O.B.d.A. sei Z = {z1,...,2x}. Fir w € £* und z; € Z mit g(zi, w) = z; sei
visit;(w) = q1, ..., qm die Folge der durch den DFA besuchten Zusténde (wobei g1 = z;
und g, = z;).

Wir definieren die Mengen L{."j (fir k € {0,...,n},i,j € {1,...,n}), sodass L{."j genau
alle Worter w enthilt, die M von Zustand z; zu Zustand z; fiihren (d. h. S (zi,w) = z;), die
als Zwischenzusténde keine Zustidnde mit Index groBer als k benutzen, d. h.:

L. —{wez*

5(zi,w) = z;j und visit;(w) = q1, ..., qm, }
iJ

sodass fir / =2,...,m—1: wenn g; =z, dann p < k

Wir zeigen per Induktion iiber k, dass es reguléire Ausdriicke a glbt die Lk erzeugen.
Fiir £ = 0 betrachten wir zwei Fille
» Wenn i # j, dann ist L0 ={a € 2| 6(z,a) =z;}. Sei L?] ={ai,... aq} dann
gilt mit a?’j = (aq].. |aq) dass L(af0 ) = L0 Falls L0 = (, dann sei cy =0
und es gilt ebenfalls L(a/?, J) =
* Wenni = j,dannist LY, = {s} U {a € 2| 6(z;,a) = z;}. Sei LY, = {&,a1,..., a4},
dann gilt mit a/?’i = (glai|...lag), dass L(a/?’l.) =LY
Fiir den Induktionsschritt verwenden wir als Induktionsannahme, dass es fiir alle i, j und
festem k einen reguldren Ausdruck af j gibt, der L{.‘ ; erzeugt. Es gilt

k+1 _ rk k
Li,j - Li,j U Li,k+1(L +1, k+1) Lk+1 .J°

denn ein Lauf von z; zu z; kann entweder den Zustand zx41 nicht als Zwischenzustand
verwenden (dieser Fall wird durch L f‘ j abgedeckt) oder der Lauf kann aufgespalten werden
in drei Teile die sequentiell aufeinander folgen:

a) Lauf von z; bis zum ersten Besuch des Zustands zx+; (abgedeckt durch Lk ikt .

b) Mehrmaliges, zyklisches Besuchen von k+1 (beliebig oft) (abgedeckt durch Lk ol ksl)

¢) Letztmaliges Verlassen von zx41 und Lauf bis zu z; (abgedeckt durch Lk
1_

k+1,j )

Der regulédre Ausdruck, der Lk+1 erzeugt, ist daher ozk+ (ak |a/l ka1 (a/k+1 k+1)*ak+1 ])
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Die darin verwendeten reguldaren Ausdriicke sind alle von der Form a/lk y und daher durch
die Induktionsannahme verfiigbar.

SchlieBlich konnen wir den reguldren Ausdruck angeben, der L(M) erzeugt: Sei E =
{ziy». ...z, }, dann gilt, dass (afi1 |a§”i2| e |“’11,i,) die Sprache U, cg Ly, = L(M) er-
zeugt. O

Beispiel 3.6.5. Wir konstruieren zum reguldiren Ausdruck (|(a|b)*b(a|b)) einen NFA mit e-
Ubergangen und eindeutigen Start- und Endzustinden, der L(g|(a|b)*b(a|b)) akzeptiert. Wir
verwenden die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes von Kleene (Theorem[3.6.4)).

Beispiel 3.6.6. Betrachte den folgenden DFA M

a

>~

a

dann ist der entsprechend Theorem konstruierte reguldre Ausdruck

“%,2 = (a%,2|“%,2(a’%,2)*“2,2)

((ale(e) a) | (ale(e)*a) (ela(e)*a)” (ela(e) a))

denn
0(1),1 = a’g,Q =€
0‘?,2 = ag,l =a
a.}’2 = (a?’2|a?,1(a?’1)*a1,2) = (ale(e)*a)
a%,z = (ag,zmg,l(a?ﬂ*a?,g) = (ela(e)*a)

Da fiir alle reguliren Ausdriicke « die Gleichheiten L ((g)*) = L(g), L(ag) = L(a),
L((ele)*) =L ((a)"), L ((ela) (@)*) =L ((a)" (ela)) = L ((«)*) und L (a|a) = L (a) gelten,
kann man den reguliren Ausdruck ((ale(g)*a) | (ale(e)*a) (gla(e)*a)” (gla(e)*a)) vereinfa-
chen zu (ala(aa)*) Die repriisentierte Sprache besteht aus allen Wortern a* mit i € N und i
ungerade.
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3.7. Zusammenfassende Darstellung der Formalismen fiir regulire Sprachen

Wir haben nun gezeigt, dass regulire Grammatiken, DFAs, NFAs (mit e-Ubergiingen (und
eindeutigen Start- und Endzustdnden)) sowie reguldre Ausdriicke allesamt Formalismen sind,
um genau die Menge der reguldren Sprachen zu repréasentieren.

Abbildung [3.1] zeigt nochmal die Zusammenhinge und gibt Referenzen auf die gezeigten Sitze
und Theoreme. Ein Pfeil A — B meint hierbei, dass wir eine Kodierung des einen Formalismus
A in den anderen Formalismus B angegeben haben.

Beachte, dass durch Benutzen von Wegen (d. h. mehrere Pfeile hintereinander), jeder Formalis-
mus in jeden anderen Formalismus iiberfiihrbar ist.

Regulidre Grammatiken Theorem [3.1.13]
[ (=flgleguléire Sprachen) }  chtlich DFAS]
offensi¢
Theorem [3.3.1]
N ,A’-‘
NFAs Theorem 24

Satz[3.5.7] Theorem
[NFAS + s—Ubergéinge}

Satz[3.3.8

NFAs + e-Ubergiinge mit eindeutigem l [ Regulire ;"%u sdriick ej

Start- und Endzustand J Theorem [3.6.4

Abbildung 3.1.: Schaubild: Zusammenhdnge zwischen den Formalismen fiir reguldre Sprachen

3.8. Widerlegen der Reguliritit: Das Pumping-Lemma

Das Pumping-Lemma liefert eine Eigenschaft (die sogenannte Pumping-Eigenschaft, die wir
noch definieren werden), die fiir alle reguldren Sprachen gilt. Daher kann man es verwenden, um
zu widerlegen, dass eine Sprache L regulér ist, indem man zeigt, dass die Sprache L die besagte
Pumping-Eigenschaft nicht besitzt. Man kann das Pumping-Lemma nicht verwenden, um zu
zeigen, dass eine Sprache L regulir ist, da die Pumping-Eigenschaft zwar eine notwendige aber
keine hinreichende Bedingung fiir regulidre Sprachen ist (jede regulidre Sprache erfiillt sie, aber
es gibt auch nicht-reguldre Sprachen, die sie erfiillen).

Die Idee der Pumping-Eigenschaft geht aus der Beobachtung hervor, dass ein DFA eine endli-
che Menge von Zustinden besitzt, und daher — sofern er eine unendliche Menge von Wortern
akzeptiert — Zustdnde mehrfach besuchen muss. Tatsdchlich kann man sich klarmachen, dass
mindestens ein Zustand mehrfach besucht werden muss, sobald man eine bestimmte Wortlidnge
iberschreitet: Ein DFA mit n Zustéinden, muss spitestens nach dem Einlesen von n Zeichen einen
Zustand besuchen, den er vorher schon besucht hat.
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Lemma 3.8.1 (Pumping-Lemma). Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt die folgende, soge-
nannte Pumping-Eigenschaft fiir L: Es gibt eine Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L, das
Mindestlinge n hat (d. h. |z| = n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

* luv| <nm
e v>1
s fiirallei > 0: uv'w € L.

Die Zahl n nennt man auch die Pumping-Konstante der Sprache L.

Beweis. SeiM = (Z,%,8, 29, E) ein DFA der L akzeptiert. Sei n = |Z|. Dann muss jedes Wort z,
dass von L erkannt wird und Linge |z| > n hat, genau |z| + 1 Zusténde besuchen. O.B.d.A. sei die
besuchte Folge qo, g1, . . . q|;| Wobei go = zp und g, € E. Da |Z| = n gilt, wird mindestens ein
Zustand zweimal besucht, spitestens nach dem Lesen der ersten n Zeichen. Sei g (mit k < n) der
erste Zustand, der bereits besucht wurde (d. h. es gibt ein j < k, sodass gx = g; und k ist minimal
bez. dieser Eigenschaft). Sei u der Prifix von z, der von gg zu g fiihrte ( d.h. g(qo, u) =q;j),
v das Teilwort, das von g; zu gy fiihrte (d. h. S (g;,v) = qx) und w der verbleibende Suffix mit
z = uvw fiir den & (gx,w) = q| gilt. Bildlich kann dies illustriert werden durch:

1%

Wir zeigen nun die drei geforderten Eigenschaften der Zerlegung:
* Aus j < k folgt |v| > 1.
* Aus k < nfolgt |uv| < n
e Aus g; = gy folgt g(qo,u) =q;= g(qo,uv) = gy und somit g(qo,uw) = g(qo,uvw) =
qjz) € E, d.h. ww e L(M). Sei i > 0, dann folgt aus 6(q],v) = gk = g, auch

5(qj, v') = g; und daher auch 6(q0,uv W) = (5(qk,v ‘W) = 6(q], w) = q|z| € E. Daher
gilt uviw € L(M) fiir alle i € No. O

Bemerkung 3.8.2. Sei L = {w1,...,w,,} eine endliche Sprache. Dann erfiillt L die Pumping-
Eigenschaft, denn mit k = max{|w;| | i = {1,...,m}} (die Linge des lingsten Wortes in L) und
n = k+1 ist die Pumping-Eigenschaft fiir L erfiillt (denn es gibt keine Worter der (Mindest-)ldnge
nin L)

Die wesentliche Verwendung fiir das Pumping-Lemma ist es, zu zeigen, dass eine Sprache nicht
reguldir ist. Hierfiir wird Kontraposition verwendet: Die Aussage

L istregulair = L erfiillt die Eigenschaften des Pumping-Lemmas
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ist dquivalent zur Aussage
L erfiillt die Eigenschaften des Pumping-Lemma nicht = L ist nicht regulér
Dementsprechend konnen wir die Aussage des Pumping-Lemmas passend formulieren:

Lemma 3.8.3 (Verwendung des Pumping-Lemmas zum Nicht-Regularititsnachweis). Sei L eine
formale Sprache fiir die gilt: Fiir jede Zahl n € N gibt es ein z € L, das Mindestlinge n hat (d. h.
|z| = n), und fiir jede Zerlegung z = uvw mit |uv| < nund |v| > 1, gibt es ein i > 0, sodass
uviw ¢ L. Dann ist L nicht regulir.

Beweis. Das Pumping-Lemma besagt ,,L ist regulir — L erfiillt die Pumping-Eigenschaft*.
Diese Aussage (Implikation) ist logisch dquivalent (A = B g.d.w. =B = —A) zur Aussage
,L verletzt die Pumping-Eigenschaft = L ist nicht reguldr®.

Die Aussage ,,L erfiillt die Pumping-Eigenschaft* kann als folgende priadikatenlogische Formel
geschrieben werden:

ImeN:VzeL:(zl 2n = Fu,v,w: (z=uvwAluv| < nAlv| = 1AVi > 0: (w'w € L)))

Wir formen die negierte Formel solange um, bis sie die Form der Aussage dieses Lemmas hat:

=(3In e N:Vz € L:(|z] = n = Fu, v, w:(z=uvw A luv] < n A|v| = 1 AVi > 0:(uv'w € L))))
——VneN=(Vze Li(|z| = n= Fu,v,w:(z=uvw A Juv| < n A lv| > 1AV > 0:(uviw € L))))
«——VYneN:(Fze L:(~(z] = n = Fu,v,w:(z=uvw A luv| < n A |v| = 1 AVi > 0:(uv'w € L)))))
——VneN:(3z € L:(~(~(Jz| = n) V (3u,v,w:(z=uvw A luv| < n A [v| = 1 AVi > 0:(uviw € L))))))
—— VneN:(3z € L:((|z] = n) A =Fu,v,w:(z=uvw A luv] < n A |v| > 1 AVi > 0:(uv'w € L)))))
—— Vn e N:(3z € L:((|z] = n) A (Vu,v,w:(=(z=uvw A luv| < n A [v| > 1AV > 0:(uviw € L))))))
«——VneN:(Tz e L:((|z] = n) A (Yu, v, w:(=(z=uvw A luv] < n A |v| > 1) v (Vi = 0:uviw € L)))))
«——VneN:(Fz e L:((z] = n) A (Vu, v, w:((z=uvw A Juv| < n A |v| = 1) = =(Vi > O:uviw € L)))))

—— Vn e N:(3z € L:((|z] = n) A Vu,v,w:((z=uvw A luv| < n A lv| > 1) = 3i > 0:uviw ¢ L)))))
m}

Satz 3.8.4. Die Sprache L = {a’b/ | j € Ny} ist nicht reguldir.

Beweis. Wir verwenden Lemma|[3.8.3] Sei n € N beliebig. Wir wihlen fiir z € L das Wort a”b"
(fiir welches |z| > n erfiillt ist). Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z, sodass |uv| < n
und |[v| > 1. Dann gilt u = @",v = @"~" mit r < n. Daher kénnen wir z. B. i = 2 wihlen und
erhalten uviw = uv?w = a"a"7"a* "b" = a®"b" ¢ L,dar < n. (Beachte: Wir hitten z. B.
auch i = 0 wihlen konnen!). Wir haben die Voraussetzung von Lemma [3.8.3| gezeigt, daher ist L
nicht regular. i
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Beachte, dass wir das Verwenden des Pumping-Lemmas zum Widerlegen der Regularitit, wie im
letzten Beweis auch als Gewinnstrategie fiir ein Spiel gegen einen Gegner (der davon iiberzeugen
will, dass die betrachtete Sprache regulir ist) auffassen konnen:

Sei L die formale Sprache.
1. Der Gegner wihlt die Zahl n € N.
2. Wir wihlen das Wort z € L mit |z| > n.
3. Der Gegner wihlt die Zerlegung z = uvw mit |uv| < nund |v| > 1.
4. Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein i > 0 angeben konnen, sodass uv'w ¢ L.

Wenn wir das Spiel fiir alle Wahiméglichkeiten des Gegners gewinnen, dann haben wir die
Nichtregularitit von L nachgewiesen.

Satz 3.8.5. Die Sprache L = {a” | p ist Primzahl} ist nicht reguldr.

Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma in Form des eben eingefiihrten Spiels: Sei n € N
vom Gegner gewihlt. Wir wihlen das Wort z € L als a” mit p ist die ndchste Primzahl, die
groBer gleich n ist. Der Gegner wihlt eine Zerlegung u = a”, v = a*, w = a' mit uvw = a?,
luv| < m, |v] = 1.

r+s-(p+1)+t r+s-ps+t _

Wirwihleni = p+1.Dannistuviw ¢ L,dennuviw = a” (a®)Pa’ = a =a

a*P+P = qP s+ ynd fiir s > 1 folgt, dass p - (s + 1) keine Primzahl sein kann. ]
Satz 3.8.6. Die Sprache L = {a" | n ist Quadratzahl} ist nicht reguldr.

Beweis. Sei n € N beliebig. Sei z € L mit Mindestlinge n das Wort z = a™. Sei z = uvw,
sodass |uv| < n und |v| > 1. Dann gilt uv?>w = a* mit 1 + n?> < k (denn |v| > 1) und
k < n?+n (denn |uv| < n und daher |v| < n). Dann kann k jedoch keine Quadratzahl sein, denn
n+n=m+1)-n< (n+1)% D.h. uv?w ¢ L. Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht
reguldr ist. O

Satz 3.8.7. Die Sprache L = {a®" | n € Ny} ist nicht reguliir.

Beweis. Sei n € N beliebig. Sei z € L das Wort z = a®" (welches Linge 2" > n hat). Sei
z=wuvwmit [uv] <nund |[v| =k > 1. Dannist 1 < k < nund uv?®w = a®**und 2" + k # 2! da
2" 4k < 2" =274 2" denn k < n < 2". Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regulir
ist. O
Satz 3.8.8. Die Sprache L = {w € {a, b}" | w ist Palindrom} ist nicht reguldr.

Beweis. Sein € N beliebig. Wir wihlen z = a""ba™ als Wort mit Mindestldange n. Sei z = uvw

mit [uv| < nund |[v| > 1. Dann ist uvw = a*ba™ mit k = n — |v| < n kein Palindrom. Mit dem
Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. |
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3.9. Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen

Das Pumping-Lemma liefert eine notwendige Bedingung fiir regulédre Sprachen, die jedoch nicht
hinreichend ist, denn:

Lemma 3.8.9. Es gibt Sprachen, welche die Pumping-Eigenschaft (siche Lemma(3.8.1)) erfiillen
aber nicht reguliir sind. Die Sprache L = {a*b'c! | k,1 € No} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis. Wir zeigen hier nur, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt (die Nichtregularitit von
L zeigen wir nicht, dies konnte man mit dem Satz von Myhill-Nerode machen, den wir in der
Veranstaltung jedoch nicht behandeln). Sei n > 1 die Zahl aus dem Pumping-Lemma und z € L
mit |z| > n. Wenn z € {b, c}*, zerlege z.B. u = &,v das erste Symbol von z und w der n — 1-
Zeichen lange Suffix von z. Offensichtlich gilt |[v| > 1, |uv| < nund uviw € {b,c}* C L fiir alle
i € Ng. Wenn z von der Form a*bc! istund z ¢ {b, c}*, dann muss k > 0 gelten und wir zerlegen
z=uvwmitu =g, v=a,w=a"'blct. Da|v| = 1, luv| < nund uv'w = a** " 1plc! € L fiir
alle i € Ny, erfiillt L die Eigenschaften des Pumping-Lemmas. |

Das folgende Venn-Diagramm verdeutlicht die Beziehung zwischen allen Sprachen, den reguli-
ren Sprachen und den Sprachen, welche die Pumping-Eigenschaft erfiillen.

Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\

Reguldre Sprachen

Alle Sprachen

Nur fiir die, in der weiBl markierten Teilmenge liegenden Sprachen, ldsst sich das Pumping-
Lemma verwenden, um deren Nichtregularitit nachzuweisen. Eine genaue Charakterisierung der
reguldren Sprachen bietet der Satz von Myhill und Nerode, den wir jedoch auslassen (Interessierte
konnen hierzu Anhang[A.3|lesen).

3.9. Abschlusseigenschaften der reguliren Sprachen

Wir untersuchen, gegeniiber welchen Operationen die reguldren Sprachen abgeschlossen sind.

Satz 3.9.1. Die reguliiren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss.

Beweis. Das folgt direkt daraus, dass fiir regulére Sprachen L1, Lo, die durch regulére Ausdriicke
a1, ag erzeugt werden (d. h. L(a;) = L; fiiri = 1, 2), gilt:
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3. Reguldre Sprachen

* (a1]ag) erzeugt L(ai|ag) = L(a1) U L(az2) = L1 U Lo,
* aiag erzeugt L(ajas) = L(a1)L(as) = L1Ly und
* (ay)" erzeugt L(a1)* = L.

D. h. Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch regulire Ausdriicke erzeugt
und sind daher regulire Sprachen (Theorem [3.6.4). |

Satz 3.9.2. Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung.

Beweis. Sei L eine reguldre Sprache und M = (Z, %, 6, 29, E) ein DFA der L akzeptiert. Dann
akzeptiert M = (Z,%,6,z0, Z \ E) die Sprache L (d. h. das Komplement von L): Offensichtlich
gilt (6(zg,w) € E) & -(6(z9,w) € Z\ E) O

Satz 3.9.3. Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt.

Beweis. Das folgt aus den Sitzen und und dem Fakt, dass L1 N Ly = Ly U Ly gilt.
Ein direkter Beweis ist: Seien M1 = (Z1, X, 61, 201, E1) und My = (Z5, %, 82, 202, E2) DFAs, die
Ly = L(My) und Ly = L(Ms) akzeptieren. Der Produktautomat von M7 und M> ist der DFA
M = (Zl X ZQ, 2,0, (201, ZOQ),El X E2) mit 5((2, Z,), Cl) = (51 (Z, Cl), (52(Z’,a)) fir alle a € =
und (z,7’) € Z1 X Zs. M akzeptiert L1 N Lo, denn es gilt: g((zg,l,zg,g),w) € (E1,Ey) <
(5\1(20,1, w) € E1 A §2(20,2, W) € EQ)- O

Zusammenfassend halten wir fest:

Theorem 3.9.4 (Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen). Die reguldren Sprachen sind
abgeschlossen beziiglich Vereingung, Schnitt, Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem
Abschluss.

Beachte, dass die Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen nicht nur niitzlich sind, um
aus reguldren Sprachen weitere reguldre Sprachen zu konstruieren, sondern sie konnen auch
verwendet werden, um die Nichtregularitdt von Sprachen zu zeigen.

Satz 3.9.5. Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht reguldr.

Beweis. Nehme an, L ist reguldr. Da die reguldren Sprachen abgeschlossen sind unter Kom-
plementbildung (Theorem , gilt dann auch L = {a}* \ L = {a" |nist eine Primzahl} ist
regulér. Das ist jedoch ein Widerspruch zu Satz der zeigt, dass L nicht regulir ist. Daher
war unsere Annahme falsch, L kann nicht regulir sein. m|

Satz 3.9.6. Die Sprache L = {w € {a,b}" | #4(w) = #, (W)} ist nicht reguldr.

Beweis. Nehme an, L ist reguldr. Die Sprache L’ = {a"b™ | n,m € Ny} ist regulir, da z. B. der
folgende NFA mit e-Ubergiingen L’ akzeptiert:
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3.10. Entscheidbarkeitsresultate zu reguldiiren Sprachen

>

Da L und L’ regulir sind und die regulidren Sprachen beziiglich der Schnittbildung abgeschlossen
sind, folgt auch L N L’ ist regulir. Da L N L’ = {a/b/ | j € Ng} ist dies ein Widerspruch zu
Satz[3.8.4] Also war unsere Annahme falsch: L ist nicht reguldr. |

3.10. Entscheidbarkeitsresultate zu reguliren Sprachen

Wie bereits gezeigt, ist das Wortproblem fiir Typ 1,2,3-Sprachen entscheidbar (siehe Satz [2.3.2]
und Korollar 2.3.3). Ist die Sprache reguldr und durch einen DFA gegeben, dann kann das
Wortproblem in Linearzeit in der Léange des Wortes entschieden werden, denn die Berechnung
von & (zo, w) braucht fiir einen DFA nur |w| Schritte.

Wir betrachten nun die weiteren Probleme, wie wir sie in Abschnitt definiert haben und
zeigen, dass allesamt fiir die Klasse der regulidren Sprachen entscheidbar sind.

Satz 3.10.1. Das Leerheitsproblem fiir reguldire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Sei L eine regulidre Sprache, und M ein DFA mit L(M) = L. Dann gilt L = @ genau
dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand in M gibt. Dies kann man
leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M iiberpriifen. |

Satz 3.10.2. Das Endlichkeitsproblem fiir reguldiire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Sei L eine reguldre Sprache und M ein DFA mit L(M) = L. Dann gilt |L| < o
genau dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand in M gibt, der eine
Schleife enthélt. Auch dies kann man leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von
M iiberpriifen. O

Satz 3.10.3. Das Schnittproblem fiir reguliire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Seien Li und Ly regulidre Sprachen und M1, My DFAs die L1, Lo akzeptieren. Berech-
ne den Produktautomaten M mit L(M) = L; N Ly (siche Beweis von Satz [3.9.3)) und priife
anschlieend das Leerheitsproblem fiir M. O

Satz 3.10.4. Das Aquivalenzproblem fiir reguliire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Seien Lj und Lo regulire Sprachen und My, M2 DFAs die L1, Lo akzeptieren. Dann
berechne die Minimalautomaten von M; und M5 und priife diese auf Isomorphie. |
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4. Kontextfreie Sprachen

In diesem Kapitel behandeln wir die Typ 2-Sprachen der Chomsky-Hierarchie, die kontextfreien
Sprachen, kurz CFL (von context free language). Zur Erinnerung: Diese werden durch Typ 2-
Grammatiken d. h. kontextfreie Grammatiken, kurz CFG (von context-free grammar), erzeugt.
Diese fordern, dass linke Seiten der Produktionen genau aus einer Variablen bestehen.
Kontextfreie Sprachen erlauben mehr als reguldre Sprachen und sie sind insbesondere niitz-
lich, um Klammerungen und geklammerte Sprachen zu beschreiben. Sie werden daher hiufig
verwendet, um die Syntax von Programmiersprachen zu beschreiben.

Z.B. beschreibt die kontextfreie Grammatik G = ({E, M, Z}, {+,%,(,)} U{0,...,9}, P, E) mit

P={E>M|E+M,

M—Z|M=xZ,

Z - N|(E),
N—1D| ... |9D,
D—O0OD|...|9D | &}

geklammerte arithmetische Ausdriicke.

Die Sprache L = {a/b’/ | j € Ng} ist nicht reguliir (sieche Satz|3.8.4)), aber kontextfrei, denn sie
wird z. B. durch die Produktionen S — & | Tund T — aTb | ab und S als Startsymbol erzeugt.

In diesem Kapitel behandeln wir die Normalformen von kontextfreien Grammatiken (Chomsky-
Normalform und Greibach-Normalform), eine Methode zum Widerlegen der Kontextfreiheit von
formalen Sprachen (das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprache). Abschlusseigenschaften von
kontextfreien Sprachen, einen effizienten Algorithmus zum Losen des Wortproblems fiir kon-
textfreie Sprachen (der CYK-Algorithmus), weitere Entscheidbarkeitsresultate und schlielich
ein Automatenmodell, dass genau die kontextfreien Sprachen erfasst (die Kellerautomaten).

4.1. Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken

Wir definieren zwei Normalformen kontextfreier Grammatiken.

4.1.1. Die Chomsky-Normalform

Die Chomsky-Normalform fordert eine spezielle Form aller Produktionen. Solche Normalfor-
men sind beispielsweise niitzlich, um Algorithmen auf Grammatiken zu formulieren und zu
analysieren, da man sich auf die spezielle Form der Produktionen einschrinken kann und daher
weit weniger Félle zu betrachten hat, als wenn man beliebige Produktionen zulasst.
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4.1. Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken

Definition 4.1.1. Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) mit € ¢ L(G) ist in Chomsky-
Normalform, wenn fiir A — w € P gilt: w = a € £ oder w = BC mit B,C € V.

Beispiel 4.1.2. Die Grammatik G = ({A}{(), L1}, {A — (A) | O | [A] ][] | A A}, A) ist nicht
in Chomsky-Normalform (nur die Produktion A — A A passt zum vorgeschriebenen Format).
Hingegen ist G’ = ({A,B,C,D,E,F,G},{(,),[,]},{A - BF | BC | DG | DE | AA,B —
,C -),D - [,E -], F - AC,G — AE}, A) in Chomsky-Normalform (und erzeugt die
gleiche Sprache wie G ).

Eigenschaften von Grammatiken in Chomsky-Normalform sind z. B., dass jeder Syntaxbaum zu
einer Ableitung eines Wortes w ein bindrer Baum ist, und dass eine Ableitung von Wort w genau
2|w| — 1 Ableitungsschritte bendtigt.

Beispiel 4.1.3. Eine Linksableitung des (acht Zeichen langen) Wortes ([]([])) mit der Grammatik
G’ ist mit den folgenden 15 Schritten moglich. A = BF = (F = (AC = (AAC =
(DEAC = (|[EAC = ([]AC = ([]BFC = ([](FC = ([](ACC = ([](DECC =
([I[ECC = ([1([ICcC = ([1(IDHC = ([I([D). Der Syntaxbaum dazu ist:

N
A c
<N +
E )

D
4 4
[ |

Jede kontextfreie Grammatik G mit ¢ ¢ L(G) kann in eine Grammatik G’ in Chomsky-
Normalform transformiert werden mit L(G) = L(G’). Das genaue Verfahren hierfiir ist in
Anhang [A.5] angegeben. Die wesentlichen Ideen sind, dass man zunichst e-Produktionen ent-
fernt, indem die Variablen ausrechnet die das leere Wort erzeugen konnen, diese dann in ande-
ren Produktionen wahlweise eliminiert. AnschlieBend werden Einheitsproduktionen der Form
A — B, wobei A und B Variablen sind, entfernt. Hierfiir muss man zunichst Zyklen der Form
Al > Ag, ..., A1 > A, A, — A entfernen. Danach kann man sukzessive A — B durch
A —> wi,...,A > w, ersetzen, wenn B — w1, ... B — w, alle Produktionen mit B als linker
Seite sind. Anschlieend fiigt man Produktionen A, — a fiir jedes Terminalsymbol a hinzu und
ersetzt dann alle Vorkommen von a in rechten Seiten (die nicht alleine aus a bestehen) durch
Ag. SchlieBlich zerlegt man zulange rechte Seiten durch einfiihren neuer Variablen, z.B. wird
A — BCDE ersetzt durch A — BVy, V4 — CVs, Vo — DE.
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4. Kontextfreie Sprachen

4.1.2. Die Greibach-Normalform

Eine weitere Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die sogenannte Greibach-Normalform
(benannt nach Sheila A. Greibach).

Definition 4.1.4. Eine CFG G = (V, %, P,S) mit ¢ ¢ L(G) ist in Greibach-Normalform, falls
alle Produktionen in P von der Form A — aB1B> ... B; sind, wobei j > 0, A,By,...,B; €V
und a € X.

Regulidre Grammatiken sind ein Spezialfall der Greibach-Normalform: Dortistnur j = O oder j =
1 zugelassen. Umgekehrt kann man auch sagen: Jede reguldre Grammatik (ohne e-Produktionen)
ist in Greibach-Normalform.

Jede kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G) kann in Greibach-Normalform gebracht werden.
Wir lassen das Verfahren aus (es kann in Anhang[A.6]nachgelesen werden).

4.2. Widerlegen der Kontextfreiheit

Wir zeigen ein Hilfsmittel, um die Kontextfreiheit von formalen Sprachen zu widerlegen.

Als Voriiberlegung beachte, dass ein Bindrbaum (ein Baum fiir den jeder Knoten 2 oder O Kinder
hat), mit > 2% Blittern stets einen Pfad der Linge mindestens k hat. Dies kann mit Induktion
tiber k gezeigt werden: Fiir k& = 0 besteht der Baum nur aus einem Blatt und er hat einen Pfad
der Linge 0. Wenn k > 0, dann hat der Baum 2* Blitter und einer der beiden Teilbiume unter
der Wurzel hat mindestens 2X~! Blitter. Die Induktionshypothese liefert, dass dieser Teilbaum
ein Pfad der Linge > k — 1 hat. Verwende diesen Pfad und verldngere ihn um die Wurzel des
gesamten Baums. Der Pfad hat Linge > k.

Wir werden diese Voriiberlegung mehrfach im Beweis des folgenden Pumping-Lemmas fiir
kontextfreie Sprache verwenden. Ahnlich zum das Pumping-Lemma fiir reguliire Sprachen (siehe
Lemma [3.8.1)), liefert dass Pumping-Lemma fiir CFLs ein notwendige Eigenschaft kontextfreier
Sprachen, die — kurz gesprochen — besagt, dass geniigend lange Worter kontextfreier Sprachen
»aufgepumpt* werden konnen, ohne die Sprache zu verlassen. Im Gegensatz zu den regulidren
Sprachen, wird bei kontextfreien Sprachen an zwei Stellen gleichzeitig gepumpt:

Lemma 4.2.1 (Pumping-Lemma fiir CFLs). Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine
Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L, das Mindestldnge n hat (d. h. |z| = n), als z = uvwxy
geschrieben werden kann, so dass gilt:

o |vx| =1
* vwx| <n

e fiiralle i > 0: uv'wx'y € L.

Beweis. Sei L eine kontextfreie Sprache und sei G = (V, %, P, S) eine CFG fiir L \ {¢} in
Chomsky-Normalform. Betrachte eine Ableitung und den zugehdrigen Syntaxbaum eines Wortes
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4.2. Widerlegen der Kontextfreiheit

zmit |z| > 2!V = n. Da G in Chomsky-Normalform ist, hat jeder Knoten im Syntaxbaum genau
2 Kinder, bis auf den jeweils letzten Schritt in jedem Pfad (der Produktionen von der Form A — a
anwendet). S

Der Baum, ohne diesen letzten Schritt ist ein Bindrbaum mit |w| > 2!/
Blittern, der daher einen Pfad der Linge > |V| haben muss, der |V| + 1
Variablen benutzt.

Das rechts gezeigte Bild illustriert dies, wobei die grau markierte Schicht,
die jeweils letzten Ableitungsschritte markieren. Daher muss auf diesem
Pfad mit |V|+1 Variablen mindestens eine Variable doppelt vorkommen.

Wir wihlen die beiden tiefsten Vorkommen derselben Variablen, d. h. wir Z
gehen den Pfad von unten nach oben entlang, bis zum ersten Mal eine Variable erneut vorkommt.
0.B.d.A. sei dies die Variable A. S

Wenn wir die beiden Teilbdume betrachten, die jeweils A als Wurzel

haben, dann entsprechen diese den Ableitungen von Teilworten von z, A
wobei das tiefere A ein Teilwort des Wortes des vom oberen A erzeugten (
Wortes ist. D. h. wir konnen das Wort z zerlegen in z = uvwxy, wobei A
w das vom unteren A erzeugte Teilwort ist, vwx vom oberen A erzeugt ‘
wird, und « und v die Teile von z sind, die auBerhalb des vom oberen A
erzeugten Teilworts liegen. z

Zunichst ist klar, dass |w| > 1 gilt, da jede Variable einer Grammatik in Chomsky-Normalform
nur solche Worter herleiten kann. Der Syntaxbaum vom oberen A hat unter der Wurzel zwei
Teilbdume mit Wurzeln B und C. Nur einer der beiden Teilbdume enthilt

den Teilbaum mit dem unteren A als Wurzel. Der andere Teilbaum leitet

daher auch Zeichen her. Daher muss |v| > 1 oder |x| > 1 (oder beides),

vereinfacht geschrieben |vx| > 1, gelten. A

Da wir die tiefsten Vorkommen der Variablen A gewéhlt haben, muss

S

der Pfad vom oberen A bis zur der Blattebene eine Linge < |V| haben. 4
Daher gilt fiir das abgeleitete Wort [vwx| < 2!V = n. ‘ L\ ‘
u vV W X Yy

SchlieBlich zeigt der Syntaxbaum, dass § =* uAy, A =" vAx und
A =" w. Die Ableitungen fiir A konnen wir daher beliebig austauschen:
Zusammengefasst zeigt dies, dass gilt S =* uv'wx'y fiir alle i € Ng. Im Baum dargestellt fiir
die Fillei =Ound i = 2:

N
A
A
\ — Al \
u v \x\ y

I I

vV w X
Mlustration fiir uv®wx%y Tlustration fiir uv?wx2y
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4. Kontextfreie Sprachen

Da das Pumping-Lemma keine hinreichende Eigenschaft fiir kontextfreie Sprachen liefert, kann
es nicht verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Sprache kontextfrei ist. Es kann allerdings
verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist.

Entsprechend konnen wir die Aussage des Pumping-Lemmas fiir CFGs passend formulieren:

Lemma 4.2.2 (Formulierung des Pumping-Lemmas fiir CFGs zum Widerlegen der Kontext-
freiheit). Sei L eine formale Sprache fiir die gilt: Fiir jede Zahl n € N gibt es ein z € L, das
Mindestlinge n hat (d. h. |z| > n), und fiir jede Zerlegung z = uvwxy mit |[vwx| < nund |vx| > 1,
gibt es eini > 0, sodass uv'wx'y ¢ L. Dann ist L nicht kontextfrei.

Beweis. Lemma [4.2.1] sagt ,,L ist kontextfrei = L hat die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs".
Diese Implikation ist logisch dquivalent zur Aussage
,L verletzt die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs = L ist nicht kontextfrei®.

Die Aussage ,,L erfiillt die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs* kann als folgende priadikatenlogische
Formel geschrieben werden:

dneN:VzelL:
(lzl 2n = Fu,v,w,x,y: (z=uvwxy A lvx| > 1A [vwx| < n AVi > 0: (uv'wx'y € L)))

Wir formen die negierte Formel solange um, bis sie die Form der Aussage dieses Lemmas hat:
-(dneN:VzeL:
(Izl 2n= 3u,v,w,x,y: (z=uvwxy A [vx| 2 1A [ywx| < n AVi > 0: (w'wx'y € L))))

«——VneN:JzelL:

=(lz] 2n = Ju,v,w,x,y: (z=uvwxy A lvx| = 1A [vwx| < n AVi > 0: (uviwx'y € L)))
«——VnelN:3zelL:

(Izl 2 n A=(3u,v,w,x,y: (z=uvwxy A |[vx| > 1A [vwx| < n AV >0 : (uw'wxy € L))))
«——VnelN:3zeL:

(lzl = n A (Vu,v,w,x,y : ~(z =uvwxy A [vx| = 1A [vwx| < n AVi > 0: (uviwx'y € L))))
«——VneN:3Jzel:

(lzl 2 n A (Vu, v, w,x,y : ~(z2 = uvwxy A [vx| = 1A [vwx| < n) vV =(Vi > 0: (uviwx'y € L))))
«——VnelN:3zelL:

(Izl 2 n A Vu,v,w,x,y : ~(z=uvwxy A [vx| = 1A yvwx| < n) vV (3i > 0: (uv'wx'y ¢ L))))
«——VneN:JzelL:

(Iz] =n A Vu,v,w,x,y : (z=uvwxy A [vx| > LA jywx| <n) = (Fi >0: (w'wxiy ¢ L)))) O

Analog zur Verwendung des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen, ldsst sich auch das
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen als Finden einer Gewinnstrategie eines Spiels gegen
einen Gegner formulieren:

Sei L die formale Sprache.
1. Der Gegner wihlt die Zahl n € IN.
2. Wir wihlen das Wort z € L mit |z| > n.

3. Der Gegner wihlt die Zerlegung z = uvwxy mit [vx| > 1 und [vwx| < n
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4. Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein i > 0 angeben konnen, sodass uv'wx'y ¢ L.

Wenn wir fiir jede Wahl des Gegners das Spiel gewinnen kdnnen, dann haben wir gezeigt, dass
L nicht kontextfrei ist.

Satz 4.2.3. Die Sprache L = {a'b'c! | | € Ny} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma fiir CFGs. Sei n € IN. Wir wihlen z = a"b"c".
Fiir jede Zerlegung z = uvwxy mit |vx| > 1 und |vwx| < n ist vwx von der Form a’b/ oder b'c/
miti,j > 0,i + j < n (vwx kann nicht a’s, b’s und ¢’s enthalten). Da |vx| > 1, enthilt |vx| im
ersten Fall kein ¢ aber mindestens ein a oder ein b und im zweiten Fall kein a aber mindestens
ein b oder ein c. Daher hat das Wort uv%wx®y = uwy im ersten Fall mehr Vorkommen von ¢
als von a oder b und im zweiten Fall mehr Vorkommen von a als von b oder ¢ und somit gilt
uwy ¢ L. m]

Satz 4.2.4. Die Sprache L = {a'b’c'd’ | i, j € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma fiir CFGs. Sei n € IN. Wir wihlen z = a"b" c"d".
Fiir jede Zerlegung z = uvwxy mit |[vx| > 1 und |vwx| < n gilt, genau eine der folgenden
Moglichkeiten

1. vwx = a'b/
2. vwx = bic/
3. vwx = c'd/
mit jeweils i, j € Ngund i + j < n. In jedem der drei Fille gilt uv®wx®y = uwy ¢ L:

1. Da |vx| > 1, enthilt vx mindestens ein a oder ein b. Dann gilt uwy = a® b’/ c"d" und
i’ < nund/oder j’ < n.

2. Da |vx| > 1, enthilt vx mindestens ein b oder ein ¢. Dann gilt uwy = a"b" ¢/'d" und
i’ < nund/oder j’ < n.

3. Da |vx| > 1, enthilt vx mindestens ein ¢ oder ein d. Dann giltt uwy = a"b"c" d’" und
i’ < nund/oder j’ < n. O

Satz 4.2.5. Sei L eine formale Sprache tiber einem undren Alphabet (d. h. |2| = 1). Dann ist L
genau dann reguldr, wenn L kontextfrei ist.

Beweis. Wenn L reguldr ist, dann ist L auch kontextfrei. D. h. wir miissen nur zeigen, dass jede
kontextfreie Sprache L im Falle des undren Alphabets auch regulér ist. O.B.d.A. sei £ = {a}
und L eine kontextfreie Sprache iiber . Das Pumping-Lemma fiir CFLs zeigt: Es gibt eine Zahl
n € N, sodass:

Jedes Wort @™ € L mit m > n lidsst sich zerlegen als ¢ = uvwxy mit |vx| > 1,

|[vwx| < n und fiir alle i € Ng: uv'wx'y € L.

Dau,v,w,x,y € {a}*, ist diese Aussage dquivalent zu folgender Aussage (in der die Reihenfolge
der Worter u,v,w,x,y getauscht ist):
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Jedes Wort @™ € L mit m > n ldsst sich zerlegen als a” = uwyvx mit |vx| > 1,
lvx| < |vwx| < n und fiir alle i € No: uwyv'x’ € L.

Da uwy von der Form a* und vx von der Form a'

formulieren:

sein muss, ldsst die Aussage noch einfacher

k

Jedes Wort ™ € L mit m > n lisst sich zerlegen als a™ = a*a' mitm = k + 1,

1 <! <nundfirallei € Ny: a*a’! € L.
Jedes Wort aus L mit Mindestlinge 7 lisst sich daher schreiben als a*a! mit 1 < < n.

Sei Zj :={a’a"™ | i € Ny}. Die Sprache Z, (fiir festes n und j) ist regulér, denn der NFA mit &-
Uberg;‘ingen MJ = ({ZO’ st Zn!+j}9 Za 67 20, {Zn'+]})£nlt 5(Zi7 Cl) = {Zi+1} fur 0 < i < n' +j - ]-9
0(zj,&) = {zn1+j} und 6(zp14j, &) = {z;} akzeptiert L;.

Wir zeigen Zj C Lfirj>n'unda’ € L:

Sei j > n!und @/ € L. Dann ist fiir alle i € Ny auch a/a’™ € L: Daa’/ € L und
j>n,gbtesl, kmita/ =a*a' und 1 <1 < n.Dan! =1-(n!/l) (I teilt tatsichlich
n!, weil [ < n), gilt fiir beliebiges i € No: a/a’™ = gk++i-L (D) = gk gl-(+i+(nl/))
und daher ist a/a’"™ € L.

Umgekehrt gilt fiir jedes Wort ™ € L mitm > n!: a™ € Zj (mit j > n!), wenn m = j +i - nl.
D. h. wir konnen ein kleinstes j wihlen, fiir das gilt j = m( mod n!).

Daraus folgt einerseits, dass alle Worter aus L mit Mindestldnge n! auch in einer der Mengen
L ;j liegen, und zudem, dass wir nur endlich viele solcher Mengen L j vereinigen miissen, um
alle Worter aus L mit Mindestlinge n! darzustellen: Es gibt hochstens n! verschiedene Reste
bei der Division durch n!. Daher gibt es eine Zahl ¢ € Ny, sodass die unendliche Vereinigung
U{Zj | a/ € L, j € Ng, j > n!} als endliche Vereinigung

i 1a et <j<qy=| J{L;1a/ e L.jeNo,j=nl}

dargestellt werden kann.

Nun kénnen wir die gesamte Sprache L darstellen durch:
L:{w€L||w|<n!}UU{Zj|a-i€L,n!Squ}.

Jede der einzelnen Teilmengen ist eine regulire Sprache (die erste, da sie eine endliche Sprache
ist, fiir die anderen Teilmengen existiert jeweils der NFA M) und es werden nur endlich viele
Sprachen vereinigt. Daher ist L regulir. O

Satz 4.2.6. Die Sprachen

L1 ={a” | p ist eine Primzahl} Lo = {a" | nist keine Primzahl}
Ls = {d" | nist Quadratzahl} Lyi ={a¥" | neNy}

sind allesamt nicht kontextfrei.
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Beweis. Fiir alle vier Sprachen haben gezeigt, dass sie nicht regulér sind (Sitze [3.8.5] bis
und [3.9.5)), alle sind iiber dem unidren Alphabet ¥ = {a} definiert. Daher folgt mit Satz 4.2.5]
dass die Sprachen auch nicht kontextfrei sind. |

4.3. Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Theorem 4.3.1. Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter
» Vereinigung
* Produkt
* Kleeneschem Abschluss

Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Schnitt- und Komplementbildung.

Beweis. Seien L1 und Lo kontextfreie Sprachen, G; = (V1, 21, P1, S1) und Go = (Va, o, P2, S2)
CFGs mit L(G;) = L; firi = 1,2. O.B.d.A. gelte V1 N V5 = 0 (anderenfalls benenne eine der
Grammatiken um). Sei S eine neue Variable (S ¢ (V1 U Vy)).

Sei Gy die CFG definiert durch Gy = (Vi U Vo U {S}, X1 U X, P UPU{S — S1 | S2},5).
Offensichtlich gilt L(Gy) = L(G1) U L(G2) = L1 U Ls. Daher sind die kontextfreien Sprachen
abgeschlossen beziiglich Vereinigung.

Sei G, die CFG definiert durch G, = (V1 U Vo U {S},Z1 U Xy, P1 U Py U{S — 5152}, 9).
Offensichtlich gilt L(G,) = L(G1)L(G3) = LiLo. Daher sind die kontextfreien Sprachen
abgeschlossen beziiglich Produktbildung.

Sei G = (V,Z, P,S), wobei wir annehmen, dass S auf keiner rechten Seite in P vorkommt (ist
dies der Fall, dann transformiere G durch Hinzufiigen eines neuen Startsymbols Sy und einer
Produktion Sy — §). Sei S’ ¢ Vundsei G, = (VU {S'},Z,(P\{S - eh) U{S — ¢, 5 —
S,§ — S§S5},8%). Dann gilt L(G.) = L(G)*. Das zeigt, dass kontextfreie Sprachen beziiglich
dem Kleeneschen Stern-Operator (der reflexiv-transitiven Hiille) abgeschlossen sind.

Die Sprachen Li = {a"b™c™ | m,n € Ngo} und Ly = {a™b"c" | m,n € Ny} sind beide
kontextfrei, da sie von den CFGs G, = ({A,D,S},{a,b,c},{S —» AD,A — ¢ | aA,D —
bDc | e},S)und G2 = ({C, D, S},{a,b,c},{S — DC,C — ¢C |&,D — aDb | €}, S) erzeugt
werden. Allerdings ist L1 N Ly = {a”b"c" | n € N} nicht kontextfrei, was in Satz 4.2.3] gezeigt
wurde. Daher sind die kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen beziiglich Schnittbildung.

Nehme an, die kontextfreien Sprachen seien abgeschlossen bez. Komplementbildung. Seien
Ly, Ly CFLs. Dann sind L; und Ly CFLs und ebenso L U Lo kontextfrei. SchlieBlich folgt
auch, dass L U Lo kontextfrei ist. Da L; U Ly = L1 N Ly folgt, dass die kontextfreien Sprachen
abgeschlossen bez. Schnittbildung sind, was ein Widerspruch ist. D. h. unsere Annahme war
falsch, die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen bez. Komplementbildung.
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4.4. Effiziente Losung des Wortproblems: Der CYK-Algorithmus

Wir haben bereits einen Algorithmus behandelt, der das Wortproblem fiir Typ 1-, 2- und 3-
Sprachen 16st. Dieser war jedoch nicht effizient (sondern hat exponentielle Laufzeit in der Grof3e
der Grammatik). In diesem Abschnitt lernen wir den Algorithmus von Cocke, Younger und
Kasami (kurz CYK-Algorithmus) kennen (Coc69j; [You67; Kas65), der das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen in polynomieller Zeit 19st.
Der CYK-Algorithmus arbeitet mit einer CFG in Chomsky-Normalform. Die Idee des Algo-
rithmus kann zunichst rekursiv beschrieben werden, indem der Test beschrieben wird, ob eine
Variable ein bestimmtes Wort erzeugt. Schlielich geniigt es fiir eine CFG G = (V, X, P, S) und
ein Wort w zu priifen, ob das Startsymbol S das Wort w erzeugt. Die rekursive Beschreibung des
Tests ist:
Priife, ob Variable A das Wortw = a; - - - a, erzeugt:
e Wennw =a € %, dann priifeob A — a € P
* Anderenfalls (Jjw| > 1) kann A nur dann das Wort w erzeugen, wenn es eine
Produktion A — BC € P und einen Index 1 < i < n gibt, sodass B das Wort
ay ---a; und C das Wort a;,1 - - - a, erzeugt:

B/A\C

Ais1 - Ap

al...ai

Daher priife fiir alle Produktionen A — BC € Pundallei mit1 <i < n
rekursiv, ob B das Wort w = a1 - - - a; und C das Wort a;41 - - - a,, erzeugt.

Dieses so beschriebene rekursive Verfahren wird im CYK-Algorithmus mit dynamischer Pro-
grammierung und nicht-rekursiv umgesetzt, um einen effizienten Algorithmus zu erhalten. Daher
berechnet der Algorithmus Mengen V (i, j) C V, sodass V(i, j) die Variablen enthilt, die das
Wort a; - - - a;4j—1 erzeugen. Die Berechnung der Mengen geschieht mit dynamischer Program-
mierung, indem man mit den einfachsten Mengen V (i, 1) anfingt (diese kann man bestimmen,
indem alle A € V einfiigt, die das Symbol a; erzeugen, also es Produktionen A — a; gibt) und
anschlieBend die Lange j der Worter wachsen ldsst. Damit ist sichergestellt, dass die zur Berech-
nung von V (i, j)-bendtigten Eintrége alle bereits vorher berechnet wurden: Zur Berechnung von
V (i, j) muss man Mengen V (i, k) und V(i + k, j — k) mit 1 < k < j betrachten:

Gibt es Variablen B € V (i, k) und C € (Vj4k,j—«) und eine Produktion A — BC,

dann gilt A € V(i, j), denn B erzeugt a; - - - aj4k-1, C erzeugt a;,x - - - a;4+j—1 und
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daher erzeugt A das Worta; -+ - a;;j_1.

Nach Berechnen aller Mengen muss man schlieBlich priifen, ob S € (V; ,,) gilt, um das Wortpro-
blem zu entscheiden. Algorithmusf]gibt den CYK-Algorithmus in Pseudo-Code an. Die Laufzeit
wird durch die drei geschachtelten Fiir-Schleifen dominiert und kann mit O (n? - | P|) abgeschiitzt
werden, wobei n = |w| und |P| die Anzahl der Produktionen der Grammatik ist.

Theorem 4.4.1. Das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen kann in Polynomialzeit entschieden
werden.

Algorithmus 4 : CYK-Algorithmus
Eingabe : CFG G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform und Wort
w=ajy---a, €X*
Ausgabe : Ja, wenn w € L(G) und Nein, wenn w ¢ L(G)
Beginn
fiir i = 1 bis n tue
| Vi,)={AeV|A—>a;eP}
Ende
fiir j =2 bisn — 1 tue
firi =1bisn+1—j tue
V(i,j)=0;
fiir k =1 bis j — 1 tue
V(i,j)=V(i,j)U{AeV|A—>BCeP,BeV(i,k),Ce
Vi+k,j—k)}
Ende
Ende
Ende

wenn S € V(1,n) dann
| return Ja

sonst
| return Nein

Ende
Ende

Beispiel 4.4.2. Sei G = ({S, A, B},{b,c,d},P,S) mit P = {S - AC, A - BE, A —
BD, E— AD, C - ¢, B— b, D — d} undw = bbddc. Wir fiihren den CYK-Algorithmus
aus, um zu priifen, ob w € L(G) gilt:
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Am Anfang ist die Tabelle

Nach Abarbeiten der ersten

Fiir j =2 wird A € V(2,2)
eingefiigt, da A — BD € P,

V(i.j) leer: Sc.hleffe Sinfl alte VG- D- B e Ve
Eintriige gefiillt: DeV(3,1):
b b d d < bbb 4 dc R N
Ve 1z 3 1 s en 1 2 1 4 s CCWNERFRTI
1 1 B B D D C ‘ 1 B B D D C
2 ? 2 :
i3 1 i
4 ! :
5 > i

Fiir j = 3 wird E € V(2,3)
eingefiigt, da E — AD € P,

Fiir j = 4 wird A € V(1,4)
eingefiigt, da A — BE € P,

Fiir j = 5 wird § € V(1,5)
eingefiigt, da S — AC € P,

A € V22 ud | B € VL) und | A € V(L4 und
D eV(4,1): E€V(2,3): CeV(5,1):
b b tll d c b b d d c b b d d c
V(@i,j) 1 2 3 4 5 V(@i.j) 1 2 3 4 5 V@i,j) 1 2 3 4 5
1 B B D D C ‘ 1 B B D D C ‘ 1 B B D D C
2 A 2 A 2 A
J 3 E J 3 E J 3 E
4 4 A 4 A
5 5 5 N

Da S € V(1,5) gibt der Algorithmus Ja aus.

Wenn man sich in der Tabelle V (i, j) nicht nur die Variablen, sondern ebenfalls die dazugehorigen
Produktionen merkt, kann man im Erfolgsfall auch recht einfach eine Ableitung konstruieren,
die w erzeugt. In Beispiel f.4.2]ist die zugehorige Linksableitung S = AC = BEC = bEC =
bADC = bBDDC = bbDDC = bbdDC = bbddC = bbddc.

4.5. Kellerautomaten

Endliche Automaten haben als wesentliche Beschrinkung, dass sie nahezu keinen Speicher
besitzen. Die einzige Speichermoglichkeit sind die Zustinde selbst und dies sind nur endlich
viele. Daher kann ein endlicher Automat z. B. eine Sprache der Form {w$w | w € {a, b, c}*}
nicht erkennen, da er nach dem Lesen von $ gespeichert haben miisste, welche Zeichen er vorher
gelesen hat (um sie mit den kommenden Zeichen des Wortes w zu vergleichen).

Kellerautomaten erweitern das Automatenmodell um einen Speicher. Dieser ist sogar beliebig
grof3, aber er ist ein spezieller Speicher, ndmlich ein Keller (Stack, LIFO-Speicher, last-in-first-
out Speicher) auf den Zeichen eines Kelleralphabets von oben abgelegt und von oben gelesen
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ai | as | as e vo Eingabeband
>
endliche Lesekopf (bewegt sich nur nach rechts)
Steuerung Zugriff auf Keller nur von oben
Ay
As
Keller
Ap

Abbildung 4.1.: Illustration des Kellerautomaten

und entnommen werden konnen. Abb. . |illustriert den Kellerautomaten. Der Zustandsiibergang
(eine Aktion) hédngt bei endlichen Automaten nur vom néchsten Symbol der Eingabe und dem
aktuellen Zustand ab und liefert (eine Menge von) Nachfolgezustéinde(n). Beim Kellerautomaten
hingt der Zustandsiibergang zusitzlich vom Kellerinhalt (dessen oberstem Zeichen) ab und er
liefert neben Nachfolgezustinden auch einen dazugehdrigen abgeédnderten Keller.

Definition 4.5.1 (Kellerautomat, PDA). Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA, pu-
shdown automaton) ist ein Tupel M = (Z,Z,T, 8, 29, #), wobei

* Z ist eine endliche Menge von Zustianden,
* Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
* ["ist das (endliche) Kelleralphabet,

0:(Zx(ZU{e}) xI') - P.(Z xTI') ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder nur
Uberfiihrungsfunktion)

e 70 € Z ist der Startzustand und
» # € I' ist das Startsymbol im Keller.

Wenn (z’,B1---Br) € 6(z,a,A) dann meint dies, dass der Kellerautomat vom Zustand z
ausgehend, bei Eingabe von Zeichen a und oberstem Zeichen A auf dem Keller in den Zustand
7’ iibergehen kann und dabei A durch die Zeichenfolge B; - - - By ersetzt, sodass B; ganz oben
auf dem Keller liegt. Abb. illustriert diesen Ubergang. Beachte, dass k = 0 moglich ist und
in diesem Fall das Symbol A vom Kellerspeicher geloscht wird.

Die so definierten PDAs sind nichtdeterministisch und erlauben e-Ubergiinge AuBerdem gibt
es keine Menge von Endzustinden. Ein PDA akzeptiert, wenn die Eingabe génzlich verarbeitet
wurde und der Keller leer ist. Initial startet der Kellerautomat mit dem Symbol # im Keller.

Befindet sich ein Kellerautomat in einer Berechnung, dann kann man Buchfiihren iiber den
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Abbildung 4.2.: Illustration der Ausfiihrung des Schrittes (z',B1 -+ - Bx) € 6(z,a, A)

aktuellen Zustand, die Resteingabe und den aktuellen Kellerinhalt. Formal wird dies durch eine
Konfiguration dargestellt:

Definition 4.5.2 (Konfiguration eines Kellerautomaten). Sei M = (Z,%,T, 0, zg, #) ein PDA.
Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (z,w, W) mit z € Z, w € ¥, W € T'*. Die Menge aller
Konfigurationen fiir M ist daher Z X Z* X I,

Fiir eine Konfiguration (z, w, W) ist z der aktuelle Zustand, w die Resteingabe und W der Inhalt
des Kellers, wobei das erste Zeichen von W ganz oben im Keller steht.

Wir definieren eine biniire Relation  auf Konfigurationen, die den Ubergang von einer Konfigu-
ration in eine néchste beschreibt:

Definition 4.5.3 (Transitionsrelation fiir PDA-Konfigurationen). Fiir einen PDA M =
(Z,Z,1,6, 20, #) definieren wir rpy C (Z X 2" XT™) X (Z X Z* X T'") durch

* (z,ar---an,Ar---Ap) by (Zya2--an, WA2 -+ Ay,) falls (2, W) € 6(z,a1, A1) und
e (z,w,A1--Ap) rym (2w, WAy --- Ay falls (2, W) € 6(z, ¢, Ay).

Mit v, bezeichnen wir (wie iiblich) die reflexiv-transitive Hiille von vy und mit "3\/1 die i-fache
Anwendung von vyy. Wenn M eindeutig ist, lassen wir den Index M in vp; weg und schreiben v.

Definition 4.5.4 (Akzeptierte Sprache eines PDA). Sei M = (Z,%,T,6, 20, #) ein PDA. Die
durch M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M) :={w e X" | (z0,w, #) V" (2,8, ) fiireinz € Z}.

Beispiel 4.5.5. Der folgende PDA M = ({z0,z1},{a, b}, {B, #},0, 20, #) akzeptiert die Sprache
{a'b' | i € No}, wobei wir fiir 6 nur die Fille angeben, die zu nicht-leeren Mengen fiihren (d. h.
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in allen anderen Fillen fiiri € {0,1}, ¢c € {a,b,e} und A € {B, #} ist 6(z;,¢,A) =0):

6(zo,a,#) = {(z0, B#)} 6(z0,b, B) = {(z1,8)} 6(z1,&,#) ={(z1,8)}
5(Z0’ (l,B) = {(ZO’BB)} 6(Z1’b’B) = {(21,8)} 5(Z0’8’ #) = {(ZO"S)}

Der PDA M akzeptiert das leere Wort, denn (29, €, #) v (20, &, ). Der PDA M akzeptiert das
Wort a'b* fiiri > 0, da

(z0,a'b', #) F (z0,a" 0", B#) +* (20, b', B'#) F (21, b, BT )V (21,6, #) F (21,8, 8).

Andere Worter w werden nicht von M akzeptiert, da einerseits jedes Verarbeiten eines Zeichen
a ein Kellerzeichen B auf den Keller legt, das selbst wieder nur durch Verarbeiten eines b’s
abgebaut werden kann (d. h. #,(w) = #p(w) muss gelten), und andererseits das Wort mit a
beginnen muss und im Zustand zy nur weitere a’s verarbeitet werden konnen (da ein b im Zustand
zo nicht verarbeitet werden kann) und von der Form a*b* sein muss, da nach einem Wechsel von
z0 nach z1 nur noch b’s gelesen werden konnen.

Beispiel 4.5.6. Sei M = ({z0, 21}, {a, b}, {A, B, #}, 8, 20, #) mit

6(z0, a, #) = {(z0, A#), (21, #)} 6(z0, &, A) = {(z1,4)}
0(z0, b, #) = {(z0, B#), (21, #) } 0(z0,&,B) = {(z1,B)}
6(z0,a,A) = {(z0,AA), (z1,A)} 6(z0, &, #) = {(z1,#) }
§(z0,b, A) = {(z0, BA), (21, A) } 6(z1,a,A) ={(z1,8)}
6(z0,a, B) = {(z0, AB), (z1, B)} 6(z1,b, B) = {(z1, &)}
6(zo0, b, B) = {(z0, BB), (z1, B)} 6(z1,&,#) ={(z1,8)}

und 6(z;, ¢, C) = 0 fiir alle anderen Fiille miti € {0,1}, ¢ € {a,b, e} und C € {A, B, #}.

Der PDA akzeptiert die Sprache L = {w € {a, b}" | w ist Palindrom}. Da w ein Palindrom sein
muss, gibt es im Wesentlichen vier Moglichkeiten w = &, w = uu, w = uau, oder w = ubu (mit
u € {a,b}*). Die Kellerzeichen A und B werden verwendet, um die gelesenen Zeichen von u
zu speichern (im Zustand zg) und sie anschlieflend in umgekehrter Reihenfolge zum Verarbeiten
von u im Zustand z1 zu entfernen. Die Uberginge von zo zu z1 sind sowohl ohne Lesen eines
Zeichens oder mit Lesen genau eines Zeichens moglich, was genau den Unterschied zwischen
den Fillen uu und ucu mit ¢ € {a, b} ausmacht. Welcher Fall nun eingetreten ist, wird dem
Nichtdeterminismus des Automaten iiberlassen, der sich die richtige Position und die richtige Art
und Weise vom Ubergang von zo zu z1 aussuchen muss. Tatscichlich ist dieser Nichtdeterminismus
notwendig: Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten, der die Sprache L akzeptiert.

Z. B. gibt es fiir Eingabe abbba die folgende Transitionsfolge, bei der der richtige Zeitpunkt zum
Ubergang von z zu z1 verpasst wird:

(zo,abbba, #) v (20, bbba, A#) v (z0, bba, BA#) v+ (20, ba, BBA#)
+ (zo,a, BBBA#) v+ (z0,&, ABBBA#) + (21,6, ABBBA#)
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Ein erfolgreicher Lauf mit Eingabe abbba ist:

(z0,abbba,#) + (zo, bbba, A#) v (20, bba, BA#) + (z1, ba, BA#)
F (21,0, A%) F (21,8, %) F (21,8, 8)

4.5.1. Akzeptanz durch Endzustinde

Eine alternative Definition der PDAs verwendet als zusitzliche Komponente Endzustinde und
definiert den Akzeptanzbegriff entsprechend anders. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,
dass diese Definition dquivalent zur bisherigen Definition ohne Endzustéinde und mit Akzeptanz
durch leeren Keller ist, indem wir zeigen, dass beide Formalismen ineinander iiberfiihrbar sind.

Definition 4.5.7 (PDA mit Endzustidnden). Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat mit End-
zustdnden (PDA mit Endzustinden) ist ein Tupel M = (Z, 2,1, 6, zo, #, E) wobei

» Z ist eine endliche Menge von Zustinden,
» Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
* I"ist das (endliche) Kelleralphabet

0 : ZXx((Z2U{e}) xT') — P.(Z xTI) ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder
Uberfiihrungsfunktion)

e 70 € Z ist der Startzustand,
* # € I ist das Startsymbol im Keller und
e E C Z ist die Menge der Endzustinde.
Ein PDA mit Endzustinden akzeptiert die Sprache

L(M)={weX|(z0,w,#) V" (z,&,W) und z € E}.

Beachte, dass ein PDA mit Endzustéinden auch bei gefiilltem Keller akzeptieren kann.

Lemma 4.5.8. Fiir jeden Kellerautomat mit Endzustinden M kann ein Kellerautomat M’ (ohne
Endzustinde) konstruiert werden, so dass gilt L(M) = L(M’).

Beweis. Sei M = (Z,%,T', 8, zg, #, E) ein Kellerautomat mit Endzusténden. Fiir die Transfor-
mation in einen dquivalenten PDA M’ ohne Endzustinde miissen zwei Probleme geldst werden:

* Der PDA M’ darf nicht in eine Konfiguration mit leerem Stack, leerer Eingabe und einem
Zustand z ¢ E laufen.

* Wenn M’ in einem Zustand z € E mit leerer Eingabe ist, muss M’ in die Lage versetzt
werden, den Keller zu leeren.

Beide Probleme werden dadurch geldst, dass M’ ein neues Kellersymbol erhilt, welches unter
alle Symbole in den Keller gelegt wird (mithilfe eines neuen Startzustands) und es einen weiteren
neuen Zustand gibt, der zum Leeren des Kellers benutzt wird. Sei M" = (Z U{z(,zg}, %, " U
{$},0", 2, $) wobei ¢’ genau die Eintrige enthilt, die durch die folgenden Regeln definiert
werden:
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1. 6'(z),€,8) = {(z0, #8$)} und ¢’ (2, a, X) = O fiiralle a € 2 U {€}, X € I' U {$} sonst.

2. 6(z,a,A) C6'(z,a,A) firalleze Z,ae {ZUe}und A €T.

3. (zg,A) €6'(z,&,A) fiirallez € E,A eT"U {$}.

4. (zg,€) € 6'(zk,&,A) fiiralle A € T U {$}.
Regel (I)) sorgt dafiir, dass vom neuen Startzustand z{, in den alten Startzustand z, iibergangen
wird, aber das Zeichen $ ganz unten im Keller liegt. Regel (2)) besagt, dass die alten Regeln von
M auch in M’ gelten. Regel (3] sorgt dafiir, dass bei Akzeptanz von M in den neuen Zustand
zr gewechselt wird. Regel (@) sorgt dafiir, dass der Keller im Zustand zg komplett geleert wird,

damit M’ akzeptieren kann. Da der Keller nur im Zustand zg leer werden kann, gibt es keine
neuen Worter fiir die M’ akzeptieren kann.

Zusammengefasst zeigt dies die korrekte Konstruktion von M’. O

Lemma 4.5.9. Fiir jeden Kellerautomat M kann ein Kellerautomat mit Endzustdinden M’ kon-
struiert werden, so dass L(M) = L(M’) gilt.

Beweis. Sei M = (Z,%,T, 68, z9, #) ein Kellerautomat (ohne Endzustinde). Fiir die Transfor-
mationen in einen dquivalenten PDA M’ mit Endzustinden fiigen wir einen Endzustand ein und
sorgen mithilfe eines zusétzlichen Kellersymbols dafiir, dass M’ nach Abarbeitung des Wortes
noch in den Endzustand wechseln kann. Sei M’ = (ZW{z{,zg}, X, T U{8}, 6", 2,8, {z£}), so
dass 8’ genau die Eintrdge enthilt, die durch die folgenden Regeln definiert werden:

L. 6" (z(, &, %) = {(z0, #8%)} und 6" (z(), a, X) = O fiirallea € T U {e}, X € ' U {$} sonst.

2. 8(z,a,A) €6 (z,a,A) firalleze Z,ac{ZUelund A e’

3. (zg,&) €6'(z,&,9) firallez € Z
Regel () sorgt dafiir, dass am Anfang das Symbol $ ganz unten im Keller liegt. Es verbleibt dort,
bis es durch Regel (@) entfernt wird (in diesem Fall hat M schon akzeptiert und M’ wechselt in

den Endzustand). Regel (2)) sorgt dafiir, dass alle Ubergiinge aus M auch in M’ verwendet werden
konnen.

Zusammengefasst zeigt dies die korrekte Konstruktion von M. i

Lemmata §.5.8|und 4.5.9] zeigen:

Satz 4.5.10. PDAs mit Endzustinden und PDAs ohne Endzustdnde (mit Akzeptanz durch leeren
Keller) sind dquivalente Formalismen.

4.5.2. Aquivalenz von Kellerautomaten und kontextfreien Sprachen

Im Folgenden werden wir beweisen, dass Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
erkennen. Wir beweisen dies in zwei Teilen. Zunéchst zeigen wir, wie man einen Kellerautomaten
fiir eine CFG (in Greibach-Normalform) konstruiert, der die von der Grammatik erzeugte Sprache
akzeptiert. Die Idee ist, dass der Kellerautomat, eine Linksableitung § =" w simuliert. Da
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die CFG in Greibach-Normalform ist, ist die Linksableitung nach i Schritten von der Form
S='a;---a;By---B ;. Fiir die Simulation auf dem PDA, startet dieser mit w als Eingabe und §
auf dem Keller. Nach i-Schritten erden auf dem dem Keller werden nur die Variablen By - - - B;
gespeichert, wihrend a; - - - a; (als Prifix von w) von der Eingabe gelesen und verarbeitet wurde.

4.5.2.1. Kontextfreie Sprachen werden durch Kellerautomaten erkannt

Satz 4.5.11. Jede kontextfreie Sprache wird durch einen Kellerautomaten erkannt.

Beweis. Sei L eine kontextfreie Sprache. Da L kontextfrei ist, gibt es eine CFG G = (V, X, P, S)
in Greibach-Normalform mit L(G) = L \ {e}. Sei M = ({z0}, 2, V, 8, 20, S) ein PDA, sodass

6(z0,a,A) :={(z0,B1---Bn) | (A > aBy---By,) € P}

und falls £ € L setze zusitzlich
0(z0,&,8) :={(z0,8)}

In allen anderen Fillen sei 6(zg, &, A) = 0.

Wir zeigen, dass L(M) = L gilt. Zunéchst behandeln wir den Spezialfall, dass das leere Wort in
L liegt: Es gilt € € L genau dann, wenn (zg, &, S) F (20, &, €) und damit € € L(M).

Fiir die weiteren Fille zeigen wir, dass fiir alle i € N gilt:

S = ay---a;B; - B, mit einer Linksableitung
genau dann, wenn
(zo,ai---aiw,S) v (zo,w, By -+ - By,) fiir alle w € X*.

Daraus folgt dann offensichtlich u € L. < u € L(M) fiir alle u € X*. Wir verwen-
den Induktion iiber i zum Nachweis der Aussage. Fiir i = 0 gilt die Aussage. Fiir i > 0 sei
zundchst S =>2; ay---a;By--- By, eine Linksableitung. Da G in Greibach-Normalform ist,
kann diese geschrieben werden als ﬁgl
wobei By — a;B1---B; € P als letzte Produktion angewendet wurde. Die Induktionsannah-
me zeigt, dass S =1 a1+ a;_1BxBjs1 - - - By genau dann, wenn (zo,a1---ai-1w, S) F!
(zo,w,BxBj+1 -+ Bi). Mit w = a;w’ und da (zo,B1---Bj) € 6(z0,a;, Bx), gilt ebenfalls

(zo,a1---a;w’,S) + (zo,w’, B - - - By) fiir alle w’.

ai---ai-1BxBji1--Bm =G a1---a;By -+ Bp,

Nun betrachte die Riickrichtung. Sei (zo,ay---a;w,S) v (z0,w, By --- By). Dann muss der
letzte Schritt a; gelesen haben, d.h. die Folge lésst sich zerlegen in (zg, a1 ---a;w, S) Fi-l
(Zo, a;w, BxBj+1 s Bk) + (Zo, w, Bl s Bk), wobei (Z(], Bl cee Bj) € (5(Z0, a;, Bx). Dann
muss B, — a;B;---Bj eine Produktion in P sein. Die Induktionsannahme liefert § =izl

G

ai--+ai-1BxBj1 -+ Br und wir konnen obige Produktion anwenden und erhalten § :2;

ai---aiBy--- Bg. m]
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4.5.2.2. Kellerautomaten akzeptieren kontextfreie Sprachen

Bevor wir die Riickrichtung zeigen (jeder PDA akzeptiert eine kontextfreie Sprache), beweisen
wir einen Hilfssatz, der zeigt, dass es ausreicht, wenn ein PDA pro Schritt maximal zwei Symbole
auf den Keller legen darf.

Lemma 4.5.12. Fiir jeden PDA M = (Z,%,1,6,z0,#) gibt es einen PDA M’ =
(Z,2,17,8, 20, #) mit L(M) = L(M’), sodass gilt: Wenn (z’,B1---By) € 6'(z,a,A) (fiir
a € (XU{e})) dannistk < 2.

Beweis. Transformiere M in M’, indem ¢’ und I'” konstruiert werden, sodass fiir alle A € I" und
a € (X U {e}) genau die folgenden Regeln beachtet werden:
e (,B1---By) €6 (z,a,A),wenn (', B1---By) € 8 (z,a,A) und k < 2.
e falls (z/,B1---Bg) € 6(z,a,A) mit k > 2, dann
— sei (z,CyxBy) € 6'(z,a,A), und
— fiirallei mit4 <i < k: 6(z,¢,C;) = {(z,Ci—1B;-1)}, sowie
- 6(z,,C3) ={(z/, B1B2)}

wobei Cs, ...,Cy € T neue Kellersymbole sind (diese werden jeweils neu erzeugt pro
ersetztem Eintrag).

Es gilt (z,aw,AW) vy, (& w,B1---BW) & (z,aw,AW) ry (W, By, By W)
und da die neuen Ubergiinge nicht zum sofortigen Akzeptieren fiihren konnen, folgt, dass die
Aquivalenz (z, w, #) Fy (2.8.8) = (z,w,#) by, (2,8, &) gilt. O

Bemerkung 4.5.13. Das letzte Lemma kann auch bewiesen werden, indem statt zusdtzlicher
Kellersymbole zusdtzliche Zustdnde verwendet werden.

Nun zeigen wir, dass wir fiir jeden Kellerautomaten, der die Bedingung aus dem vorherigen Lem-
ma erfiillt, eine kontextfreie Grammatik angeben konnen, welche die vom Automaten akzeptierte
Sprache erzeugt. Die wesentliche Idee des Beweises ist es, fiir die Variablen der Grammatik eine
sogemannte Tripelkonstruktion zu verwenden: Die Variablen sind Tripel (z’, A, z), wobei z, 7’
Zustinde des PDA und A ein Kellersymbol ist. Die Grammatik soll fiir eine solche Variable
genau die Worter w erzeugen, die den Automaten vom Zustand z” mit Kellerinhalt A in den
Zustand z durch Lesen von w {iberfiihren.

Satz 4.5.14. Kellerautomaten akzeptieren kontextfreie Sprachen.

Beweis. Sei M = (Z,%,T,6,z0,#) ein PDA, sodass fiir alle (z’,B1---By) € 6(z,a,A) (fir
a € (ZU{e})) k < 2 gilt (was mit Lemma keine Einschriankung ist).
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Sei S ein neues Symbol. Wir konstruieren die Grammatik G = (V, X, P, S) mit

V= {S}V{{zi,A,z;) | zi,2; € Z,A €T}
P= {S—{(z0,#.2)|z2€Z}
U {(Z,A,z) > al|(z,e) €d(Z,a,A),acZ2U{e},AcTl}
{(z A,z) = a(z”,B,z2) | (Z’',B) €6(Z',a,A),z€ Z,ac 2U{e},Ael}
U {{/,A,z) > a(z”’,B,z1){z1,C,2) | (z”,BC) € 6(7',a,A),z,z1 € Z,ae ZU {e},A T}

C

Wir beweisen im Folgenden die Aussage
(Z,A,z) = w genaudann, wenn (2, w, A) k), (2, €, €).

Da § — (z0,A, z) € P folgt daraus w € L(G) & w € L(M),d.h. L(G) = L(M).

= Sei (7, A, 2) :>2; w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion {iber . Fiir i = 1 gilt
(7', A,z) =¢ w, was nur gelten kann, wenn die verwendete Produktion (7, A,z) — a
ist. Dann gilt aber (z,&) € 6(z’,a,A) und damit auch (z’,a,A) + (z,¢,¢&). Fiir den

Induktionsschritt sei (z’, A,z) =¢ u =51 w.miti—1>0

— Wennu =a € (XU {&}), dann kann i — 1 > 0 nicht gelten.

— Wenn u = a(z”, B, z), dann ist (z”/, B) € 6(z’,a,A) und u = a{z”", B,z) ='~! aw’
mit w = aw’. Dann gilt (7", B, z) ==l 1 und die Induktionsannahme lie-
fert (z”/,w’,B) v}, (z,&,&). Mit (z”,B) € 6(z',a,A) zeigt dies (', w,A) =
(Z',aw’,A) Fy (27, W', B) vy, (2,8, 8).

- Wenn u = a{7’,B,721){z1,C,z), dann ist (z”,BC) € 6(z’,a,A) und
u = a(z’,B,71){z1,C,z) ="' aw’ mit w = aw’. Dann gilt auch
(z”,B,z1)(z1,C,z) ="' w’ und es gibt Linksableitungen (z”/, B,z1) =/ w{, und
(z1,C, 2) =k w’1 mitj+/<i—-lundw’ = wéw’l. Fiir beide konnen wir die Induk-
tionsannahme anwenden und erhalten (z”, w(, B) v}, (z1, €, &) und (z1,w},C) k),
(z, &, €). Die erste Konfigurationsfolge kann abgedndert werden: Wenn wir C unten
im Keller einfiigen und w an das Wort w{, anhiingen, ist der Ablauf immer noch mog-
lich und endet mit dem Symbol C im Keller und dem Restwort w} d. h. es existiert
(z”,w’, BC) vy, (z1,w], C). Anhiingen der anderen Folge von Konfigurationen lie-
fert (z”,w’, BC) = (z"”,wyw}, BC) v}, (z,&,¢). Da (z”,BC) € 6(7',a, A), zeigt
dies (z',w,A) = (Z,aw’, A) rpyr (27, W', BC) v}, (2, &, €).

»=“ Sei (z/,w,A) "5\/1 (z,&,€). Wir zeigen (7', A, z) :>*G w mit Induktion iiber i. Firi = 1
muss gelten (z,&) € §(z’, w, A), was nur gelten kann fiir w = a € (£ U {¢}) und damit
gibt es die Produktion (7', A, z) — a € P und daher (7', A, z) =¢ a. Seinuni > 1. Dann
(Z,aw’, A) + (27, W, @) "5\/_11 (z,&,8)firi—1>0,a € 2U{e}und a = &, @ = B oder
a = BC. Wir betrachten alle drei Fille fiir @ einzeln:

— a = &: Dieser Fall ist nicht mdglich, da i — 1 > 0 nicht gelten kann.

- a=B.Da(z”,w’,B) H}'V_Il (2, &, &), liefert die Induktionsannahme (z”, B, z) = w’
und es gilt (7, A, z) — a(z”, B, z) € P daher gilt (z’, A, 7) =>’E; aw’ =w.
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— a = BC. Die Konfigurationsfolge (z”/,w’, BC) l—zl (z, &, €) kann zerlegt werden in
die Abarbeitung von B und die anschlieBende Abarbeitung von C, d.h. w’ = wiwy,
sodass (z”, wiwi, BC) "{\/1 (z1, w5, C) "IX/I (z,&,&) mit j+k = i—1. Aus dem ersten
Teil folgt (z”, w/, B) l-{;/l (z1,&, &), indem man C auf dem Keller und den Suffix w/,
weg lisst. Da j < 7 und k < i, kann die Induktionsannahme auf (z”,w?}, B) l-{;d
(z1,&,€) und (z1,w),C) "]1(\4 (z,&,&) einzeln angewendet werden und liefert
(z',B,z1) =5 wiund(z1,C,z) =% w).Da(z', A, z) = (", B,z1){z1.C. 2) € P,
gilt (z’, A, 7) =>¢ a{z’,B,z71){z1,C, 2) z’& awi(z1,C,2) :>>’&; awiwy =w. m]

Sitze[d.5. 1T und 4.5.14] zeigen:

Theorem 4.5.15. Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen.

Bemerkung 4.5.16. Die zu Theorem zugehorigen Beweise zeigen auch, dass PDAs mit
einem Zustand auskommen, denn der in Saiz[d.5 11| konstruierte PDA besitzt nur einen Zustand.

Beispiel 4.5.17. Betrachte den PDA aus Beispiel .5.5 M = ({zo,z1},{a, b}, {B, #},6, 20, #)
mit

6(20"1’ #) = {(ZO’B#)} 6(20’ b’B) = {(Zl, 8)} 6(213 &, #) = {(Zlag)}
6(z0,a,B) ={(z0,BB)}  6(z1,b,B) ={(z1,8)} (20, &, #) = {(z0, &)}

und 6(z;, a, A) = 0 fiir alle anderen Fille. Der Beweis von Satz[4.5. 14| konstruiert die Grammatik
G=(V,Z,P,S) mit

V = {8, (20, B, z0)» {20, B, z1), {21, B, 20)>
(21, B, 21), 20, # 207> (205 # 21)5 (21, #5 200> (21, # 21) }
P ={S — (z0,#,20), S — (20, #.21)-}
U {{z0, B, z1) — b,{z1, B, z1) — b, (20, #, 20) — &, (21, #,21) — &}
U {{z0, #, 20) — a(zo, B, 20){z0, #> 20), (20, #> 20) — a{z0, B, 21){z1, #> 20)
(20, #, 21) — a{z0, B, 20){20, #- 21)» {20, #- 21) — a{z0, B, z21){z1, #, 21)}
U {{z0, B, z0) — a{zo0, B, z0){z0. B, 20), {20, B, 21) — a(zo, B, 20){z0, B, 21),
(20, B, z0) — a(zo, B, z1){z1, B, z0), {20, B, 1) — a(z0, B, 21){z1, B, z1)}

Diese Grammatik kann man noch vereinfachen, indem man untersucht, welche Produktionen nie
in einer erfolgreichen Ableitung verwendet werden konnen:

* (z0,B,z0) — alz0,B,z1){z1, B, 20), kann geldscht werden, da die Produktion u.a.
(z1, B, z0) erzeugt, es aber keine Produktion mit {z1, B, zo) als rechter Seite gibt.

* Nun kann {zo, B, zo0) — a{zo, B, z0){z0, B, 20), geloscht werden, da sie die einzige Regel
mit {zg, B, zo) als rechter Seite ist, aber auf der rechten Seite wieder ein (zg, B, zo) erzeugt.
Daher kann kein Wort mit ihr erzeugt werden.

* Nun konnen alle Regeln geloscht werden, die (zo,B,zo) erzeugen, da es kei-
ne Produktion mehr gibt mit {zo,B,zo) auf der rechten Seite. Dies sind:
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(z0, #, z0) — a{zo, B, z0){z0, #, z0), {20, #, z1) — a(zo, B, z0){z0, #- z1) {20, B,z1) —
Cl<ZQ, B’ Z0><Z0’ B’ Zl>,

* Nun kann (29, #, 20) — a{zo, B, 21){z1, #, 20), geloscht werden, da es keine Produktion
Es verbleiben die Produktionen

{S — (20, #.20), S = (20, #, 21), (20, B, z1) = b,{z1, B, z1) = b, {20, #.20) = &,
(21, #.21) — &,(20, #.21) — a{z0, B, z1){z1, #, 21). (20, B. z1) — a{z0, B, z1){z1, B, z1)}

Mit Umbenennen, Streichen von nicht erreichbaren Variablen und Entfernen von Einheitspro-
duktionen erhalten wir als Grammatik

G=((S,A,B),{a,b},{S > ¢|aB,B — aBC | b,C — b},S)

Offensichtlich erzeugt B Worter der Form a'*'b' und damit ist L(G) = {a'b' | i € Ny}. Beachte:
Bis auf S — ¢ ist G in Greibach-Normalform.

ei G’ = ({S,A,B,C},{a,b},{S — aB,B — b | aBC,C — b},S), dann gilt L(G’) = L(G) \
{e} und G’ ist in Greibach-Normalform. Der Beweis von Satz konstruiert fiir G den PDA
M = ({ZO}, 2,2UV,4,z0, S) mit

6(z0,a,8) ={(z0,B)} 6(z0,b,B) ={(z0.8)} 0(z0,a,B) ={(z0, BC)}
6(z0,b,C) ={(z0,8)} 6(z0,5,5) ={(z0,8)} 6(z0,d,A) =0 in allen anderen Fiillen

Der PDA M hat (wie bereits erwiihnt) nur einen Zustand und akzeptiert L(M) = {a'b’ | i € Ny}.
Eine Konfigurationsfolge fiir die Eingabe aaabbb ist

(zo, aaabbb, S) v (z9,aabbb, B) + (zo,abbb, BC) \+ (z9, bbb, BCC)
+ (20, bb,CC) + (20,b,C) + (20, &, &)

4.6. Deterministisch kontextfreie Sprachen

Fiir deterministische Kellerautomaten verwenden wir Automaten mit Endzustéinden. Wir erlauben
jedoch weiterhin e-Ubergiinge. Damit der Ubergang trotzdem deterministisch bleibt, darf ein &-
Ubergang nur dann méglich sein, wenn bei gleichem obersten Kellersymbol kein Ubergang bei
Lesen eines Zeichens moglich ist. Die folgende Definition fiir deterministische Kellerautomaten
sichert dies zu:

Definition 4.6.1 (Deterministischer Kellerautomat, DPDA). Ein Kellerautomat mit Endzustdn-
den M = (Z,2,T, 6, zg, #, E) ist deterministisch (ein DPDA ) wenn fiir alle (z,a,A) € (Z,Z,T)
gilt: 16(z,a,A)| +16(z,&,A)| < 1.

Die von DPDAs akzeptierten Sprachen heifsen deterministisch kontextfrei.

Satz 4.6.2. Die Sprache L = {w$w | w € {a, b}*} ist deterministisch kontexifrei.
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Beweis. Sei M = ({z0, 21,22}, {a, b, $}, {#. A, B}, 8, z0, #, {z2}), wobei

5(20’51, #) = {(Z()’A#)} 6(Z0,(1,B) = {(Z07AB)} 5(Z0’$7 #) = {(Zh #)}

6(z0, b, #) = {(z0, B#)} 6(z0, b, B) = {(z0, BB)} 6(z1,a,A) ={(z1,8)}
6(z0,a,A) = {(z0, AA)} 6(20,%,A) ={(z1,4)} 6(z1, b0, B) ={(z1,€)}
6(Z0’ b’ A) = {(ZO’ BA)} 6(Z07 $’ B) = {(Z19B)} 6(Z1’87 #) = {(Z2’8)}

und 6(z;, ¢, C) = 0 fiir alle anderen Fille mit (z;, ¢, C) € {zo, 21,22} X {a, b, $} x {#, A, B}. Der
PDA mit Endzustinden M erkennt L, denn vom Startzustand z( aus merkt er sich die gelesenen
Symbole w auf dem Keller (im umgekehrter Reihenfolge) (A fiir @ und B fiir ), nach Lesen von
$ wechselt er in den Zustand z; und kann dort den Keller abbauen, indem er w verarbeitet. Im
Anschluss daran wechselt er mit dem untersten Kellersymbol in den akzeptierenden Zustand zs.
Offensichtlich ist M deterministisch (d. h. ein DPDA). O

Satz 4.6.3. Die Sprache L = {a'b' | i € N} ist deterministisch kontextfrei.
Beweis. Der PDA mit Endzustinden M = ({zo, 21,22}, {a, b}, {#, A}, 6, zo, #, {z2}), wobei

6(z0, a, #) = {(z0, A#)} 6(z0, b, A) ={(z1,8)} 6(z1, &, #) = {(z2, )}
6(z0,a,A) ={(z0, AA)} 6(z1,b,A) ={(z1,8)}

und 6(z;, ¢, B) = 0 fiir alle anderen Fille mit (z;, ¢, B) € {z0,21,22} X {a, b} X {#, A} erkennt
L und ist deterministisch (d. h. ein DPDA). O

Fiir DPDAs ist jede Folge von Konfigurationen eindeutig, d. h. es gibt zu jeder Konfiguration
hochstens eine Nachfolgekonfiguration. Im Folgenden erwihnen wir einige wichtige Eigen-
schaften der deterministisch kontextfreien Sprachen, verzichten aber an dieser Stelle auf deren
Beweise:

Theorem 4.6.4 (Eigenschaften deterministisch kontextfreier Sprachen).

1. Das Wortproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen kann in Linearzeit entschieden
werden.

2. Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen gibt es eindeutige Grammatiken.

3. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Wihrend das Theorem besagt, dass deterministische kontextfreie Sprachen beziiglich Komple-
mentbildung abgeschlossen sind, gilt dies nicht fiir Schnittbildung und Vereinigung:

Satz 4.6.5. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich Vereini-
gung und Schnitt.

Beweis. Schnittbildung kann widerlegt werden durch die Schneiden der Sprachen {a"b"c™ |
n,m € N} und {a"b™c™ | n,m € N}, denn beide Sprachen sind deterministisch kontextfrei, ihr
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Schnitt hingegen ist die Sprache {a"b"c" | n € N}, die — wie bereits gezeigt, Satz — nicht
kontextfrei ist.
Die Nichtabgeschlossenheit beziiglich Vereinigung ergibt sich aus der giiltigen Gleichung

LiNnLy= L_1 U L_Q: Deterministisch kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Kom-
plementbildung und bei Abgeschlossenheit beziiglich der Vereinigung wiirde auch folgen, dass
deterministisch kontextfreie Sprachen auch abgeschlossen gegen Schnittbildung wiren. Das hat-
ten wir aber gerade eben widerlegt. O

4.7. Entscheidbarkeitsresultate

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels priifen wir die Entscheidbarkeit verschiedener Probleme
fiir die Klasse der Typ 2-Sprachen. Das Wortproblem haben wir bereits betrachtet und mit dem
CYK-Algorithmus gezeigt, dass es fiir kontextfreie Sprachen effizient entscheidbar ist.

Auch die Frage, ob eine kontextfreie Grammatik die leere Sprache erzeugt ist entscheidbar:
Satz 4.7.1. Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis. Sei L ein kontextfreie Sprache gegeben durch eine kontextfreie Grammatik. Wir kdnnen
entsprechend Definition [2.2.4] priifen, ob & € L gilt. Ist dies der Fall, dann ist L nicht leer. Ande-
renfalls sei G = (V, Z, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit L(G) = L. Algorithmus
markiert alle Variablen A € V fiir die gilt {w € " [ A = w} # 0.

Algorithmus 5 : Markierung der Variablen, die nichtleere Sprachen erzeugen
Eingabe : Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform
Ausgabe : Menge W C V aller Variablen, die nicht die leere Sprache erzeugen
Beginn
W:={AeV|A—>aeP,aci}
wiederhole
War =W,
Wi=Wuy U{A|A—> BCeP,BeWy,CeWgl;
bis W = Walt;

return W
Ende

Nach Ausfiihrung von Algorithmus [5] miissen wir nur testen, ob das Startsymbol S markiert
wurde (d.h. ob § € W gilt). |

Satz 4.7.2. Das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.
Beweis. Sei G = (V,Z,P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform. Sei n die Zahl aus dem

Pumping-Lemma fiir CFGs (wir kénnen n = 2!V setzen, wie der Beweis des Pumping-Lemmas
zeigt). Es gilt |[L(G)| = co genau dann, wenn es ein Wort z € L(G) mitn < |z| < 2n gibt:

Stand: 2. Juli 2025 70 D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025



4.7. Entscheidbarkeitsresultate

o ,—"“: Wenn es ein Wort z € L mit |z| > n gibt, dann zeigt, dass Pumping-Lemma
fiir CFGs (Lemma [4.2.1)), dass alle Worter uv'wx’y € L fiir i € Ny liegen — das sind
unendliche viele Worter.

o ,,=—": Nehme an, die Aussage sei falsch, d. h. es gibt kein Wort z € L(G) fiirn < |z| < 2n,
aber trotzdem gilt |L(G)| = 0. Seiz € L(G) das kiirzeste Wort mit |z| > 2n. Das Pumping-
Lemma zeigt, dass es Worter u, v, w, x, y gibt mit z = uvwxy, |vx| > 0 und |[vwx| < n,
sodass insbesondere uv°

gilt, war z nicht minimal gewihlt, was einen Widerspruch darstellt.

wx®y € L gilt. Da [uv®wx%y| = luwy| < luvwxy| und [uwy| > n

D. h. wir kdnnen das Endlichkeitsproblem entscheiden, indem wir alle Worter w € X* der Lénge
n < |w| < 2n aufzdhlen und mit dem CYK-Algorithmus testen, ob w € L(G) gilt. |

Es gibt wesentlich effizientere Verfahren, um das Endlichkeitsproblem zu l6sen (siehe z.B.
(Weg99)).

Die meisten anderen Fragestellungen (z. B. das Aquivalenzproblem und das Schnittproblem) sind
fiir kontextfreie Sprachen unentscheidbar.
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In diesem Kapitel behandeln wir Typ 1- und Typ O-Sprachen und lernen die Turingmaschine
als Maschinenmodell kennen. Typ 0-Sprachen werden genau von den Turingmaschinen erfasst,
wihrend Typ 1-Sprachen von linear platz-beschrinkten Turingmaschinen erfasst werden.

Wir erinnern an die Unterschiede zwischen Typ 2-, Typ 1- und Typ O-Sprachen. Der Unterschied
zwischen kontextfreien (also Typ 2-) und kontextsensitiven (also Typ 1-) Sprachen besteht darin,
dass die linken Seiten der Produktionen bei kontextsensitiven Sprachen Satzformen sein diirfen,
wihrend diese bei kontextfreien Sprachen nur einzelne Variablen sind. Der Unterschied zwischen
Typ 1- und Typ 0-Sprachen ist, dass fiir Produktionen { — r der Typ 1-Grammatiken |r| > |£|
gelten muss, d.h. Anwenden der Produktionen erlaubt es nicht, Worter zu schrumpfen. Diese
Grammatiken werden auch monotone Grammatiken genannt. In manchen Arbeiten und Biichern
werden kontextsensitive Grammatiken so definiert, dass alle Produktionen die Form a;Aas —
a1 asas haben miissen, wobei @; Satzformen sind und a3 # £ gelten muss. Wir verwenden (wie
(SchO08)) die allgemeinere Definition, die jedoch die gleiche Menge an Sprachen definiert.

5.1. Turingmaschinen

Die kontextfreien Sprachen werden genau durch die (nichtdeterministischen) Kellerautomaten
erkannt. Typ 1- und Typ O-Sprachen umfassen mehr Sprachen. Daher muss das Automatenmodell
auch mehr konnen. Die wesentliche Einschrinkung des Kellerautomaten ist, dass Speicher nur
in Form eines Kellers zur Verfiigung steht auf den der Zugriff nur von oben moglich ist. Z. B.
kann die Sprache {a’b’c’ | i € N} nicht von einem Kellerautomaten erkannt werden, da das
Verifizieren, dass genau i b’s auf i a’s folgen, den aufgebauten Keller fiir die a-Symbole leer
rdumen muss, und daher die Anzahl i nicht mehr fiir das nétige Verifizieren von i ¢’s zur
Verfiigung steht. Konnten wir den Keller von unten nach oben lesen, dann wire es leicht, die
Sprache {a'b’c’ | i € N} zu erkennen.

Daher betrachten wir als erweitertes Automatenmodell die 1936 vom britischen Informatiker
Alan Turing eingefiihrten Turingmaschinen. Ein informelles Schaubild zur Illustration ist in
Abb. [5.1] Turingmaschinen besitzen als Speicher ein (unendlich langes) Band, welches gelesen
und beschrieben werden kann und der Zugriff des Schreib-Lesekopfes ist in beide Richtungen
moglich.

Die formale Definition fiir Turingmaschinen ist:

Definition 5.1.1 (Turingmaschine). Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M =
(Z2,Z2,T,0,z0,0, E) wobei
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ap|azjas| --- an | -+ Band mit Feldern (nach links und rechts unbeschréankt)
< >
endliChe\ Schreib-Lesekopf (Bewegung nach links/rechts moglich)
Steuerung

Abbildung 5.1.: Illustration der Turingmaschine

» Z ist eine endliche Menge von Zustinden,
* Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
* ' O X ist das (endliche) Bandalphabet,

* fiir eine deterministische TM ist 6 : (ZXT') — (Z xT' x {L, R, N}) die Zustandsiiber-
fiihrungsfunktion (oder nur Uberfiihrungsfunktion) und fiir eine nichtdeterministische TM
istd : (ZxTI) —» P(ZxT x{L,R,N}) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder nur
Uberfiihrungsfunktion)

e 70 € Z ist der Startzustand,
e 0 € I'\ X ist das Blank-Symbol
e E C Z ist die Menge der Endzustinde.

Wir verwenden auch DTM bzw. NTM fiir die deterministische Turingmaschine bzw. nicht-
deterministische Turingmaschine.

Wir beschreiben den Zustandswechsel informell fiir die Uberfiihrungsfunktion § und zunichst
fiir die deterministische Turing-Maschine: Ein Eintrag 6(z,a) = (7’, b, x) bedeutet, dass die
Turingmaschine im Zustand z bei Lesen des Zeichens a auf der aktuellen Position des Schreib-
Lesekopfes auf dem Band, in den Zustand z” wechselt, a durch b auf dem Band ersetzt und den
Kopf um eine Position nach links schiebt, falls x = L, um eine Position nach nach rechts schiebt,
falls x = R, bzw. den Kopf unverindert lésst, falls x = N (N steht hier fiir neutral).

Fiir die nichtdeterministische TM gilt entsprechend, dass (z’, b,x) € §(z, a) bedeutet, dass die
Turingmaschine vom Zustand z in den Zustand 7z’ wechseln kann, wenn a auf der aktuellen
Position des Schreib-Lesekopfes auf dem Band steht, und sie dabei a durch b auf der dem Band
ersetzt und den Kopf entsprechend x bewegt.

Analog zu PDAs definieren wir Konfigurationen fiir Turingmaschinen, um deren aktuellen Zu-
stand einschlieBlich Bandinhalt und Kopfposition zu beschreiben:

Definition 5.1.2 (Konfiguration einer Turingmaschine). Eine Konfiguration einer Turingmaschi-
ne ist ein Wort k € I'*ZT"*

Eine Konfiguration wzw’ entspricht dabei einer Turingmaschine im Zustand z, sodass auf dem
Band ww’ steht (links und rechts davon ist der Bandinhalt jeder Zelle des Bandes das Blank-
Zeichen O) und der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w’. Das Wort ww” ist der
Bandabschnitt, der schon von der Turing-Maschine bearbeitet wurde (oder Teil der Eingabe ist).
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Initial befindet sich die TM im Startzustand zg, auf dem Band steht das Eingabewort und der
Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol des Eingabewortﬂ

Definition 5.1.3 (Startkonfiguration einer TM). Fiir ein Eingabewort w ist die Startkonfiguration
einerTM M = (Z,%,1,6, 20,0, E) das Wort zgw.

Die Transitionsrelation einer Turingmaschine M wird als bindre Relation rj, auf den Konfigu-
rationen von M definiert:

Definition 5.1.4 (Transitionsrelation fiir Konfigurationen einer TM). Sei M =
(Z,%2,1,6,z20,0,E) eine TM. Die bindre Relation vy ist definiert durch die folgenden Fiille
(wobei 6(z,a) = (7’, ¢, x) im Falle einer NTM meint (7', c,x) € 6(z,a)):

® by --bpzai---an by by---bpZcas---an, wenn 6(z,a1) = (Z,¢,N), m > 0,n >
1,z¢ E

e by bpzar---an rty b1---Tbycas---a,, wenn 6(z,a1) = (Z/,¢,L), m > 1,n >
l,z¢ E

* by--+byzai---a, +ym b1---bycas---ay,, wenn 6(z,a1) = (Z,¢,R), m > 0,n >
2,z¢ E

® by -bpzay ty by byc’0, wenn 6(z,a1) = (Z/,¢c,R) undm > 0,z ¢ E
* zai---a, vty Z'0Ocasg -+ -ay, wenn 6(z,a1) = (Z/,¢c, L) undn > 1,z ¢ E
Mit "5\/1 bezeichnen wir die i-fache Anwendung von vy, mit vy, die reflexiv-transitive Hiille

von +pr. Wir verzichten manchmal auf den Index M und schreiben nur v, wenn die betrachtete
Turingmaschine eindeutig ist.

In allen Fillen verbieten wir Nachfolgekonfigurationen, wenn der aktuelle Zustand ein Endzu-
stand is€

Die ersten drei Fille von Definition[5.1.4]sind die Standardfille und unterscheiden sich darin, ob
der Schreib-Lesekopf neutral, nach links oder nach rechts wechselt. Der vierte Fall beschreibt den
Fall, dass der Schreib-Lesekopf nach rechts wandert, aber das Band rechts vom Schreib-Lesekopf
noch nicht von der TM bearbeitet wurde: In diesem Fall wird ein Blank-Symbol rechts neben dem
Schreib-Lesekopf erzeugt. Der fiinfte Fall tritt ein, wenn die TM nach links in den Bereich des
Bandes kommt, der noch nicht bearbeitet wurde. Auch dann wird ein Blank-Symbol eingefiigt,
damit der Schreib-Lesekopf nach links bewegt werden kann.

Nun haben wir alle Definitionen eingefiihrt, um die akzeptierte Sprache einer Turingmaschine
zu definieren. Informell sind dies alle Worter, die als Eingabe verwendet, dazu fiihren, dass

IFalls die Eingabe das leere Wort  ist, steht der Schreib-Lesekopf auf einem Blank-Symbol

2Es gibt verschiedene Varianten der Definition, wie sich eine Turingmaschine im Endzustand verhilt: Z. B. macht
(Sch08) gar keine Annahme (sodass die Turingmaschine weiter rechnen diirfte), (HMUO6) treffen die Annahme,
dass die TM anhilt, wenn sie in einem akzeptierenden Zustand ist (was analog zu unserem Vorgehen ist). Eine
andere Moglichkeit ist es §(q,a) = (g,a, N) fiir alle ¢ € E und a € T zu fordern, die Turingmaschine ist in
diesem Fall im Endzustand gefangen. SchlieBlich kann man auch ¢ als partielle Funktion sehen, die fiir die Fille
6(g,a) mit g € E undefiniert ist. Alle Formalismen sind dquivalent und ineinander iiberfiihrbar.
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die Turingmaschine einen akzeptierenden Zustand erreicht (bzw. im nichtdeterministischen Fall:
erreichen kann).

Definition 5.1.5 (Akzeptierte Sprache einer TM). Sei M = (Z,Z,T,6, 29,0, E) eine TM. Die
von M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M):={weX|Juvel” zeE:zowt), uzv}

Beachte, dass fiir alle Turingmaschinen der Form M = (Z,%,T,68,z29,0,FE) mit zo € E gilt
L(M) = X7, denn diese Turingmaschinen akzeptieren jede Eingabe sofort.

Das folgende Beispiel ist auch in (Sch08, S.75) zu finden:
Beispiel 5.1.6. Die Turingmaschine M = ({zo, 21, 22,23}, {0, 1},{0, 1,0}, 6, 20, O, {z3}) mit

6(z0,0) = (20,0, R) 6(z0,1) = (20, 1, R) 6(z0,0) = (z1,0,L)
6(z1,0) = (22,1, L) 6(z1,1) = (21,0, L) 0(z1,0) = (z3,1,N)
6(z2,0) = (22,0, L) 0(z2,1) = (22,1, L) 0(z2,0) = (z3,0,R)
0(z3,0) = (z3,0,N)  6(z3,1) =(2z3,1,N)  6(z3,0) = (z3,0,N)

interpretiert ein Eingabewort w € {0, 1}* als Bindrzahl und addiert 1 hinzu. Im Startzustand zg
lauft die Maschine nach rechts, ohne die Eingabe zu verdndern, bis sie das Blank-Symbol O liest
und in den Zustand z, wechselt. In 71 versucht sie 1 zur aktuellen Ziffer hinzu zu addieren: Gelingt
ihr das ohne Ubertrag (die Ziffer ist 0), wechselt sie in zo und liuft dann ohne weitere Verinderung
zum Anfang und wenn sie das Blank-Symbol erkannt hat, wechselt sie in den Akzeptanzzustand
z3. Entsteht beim Addieren von 1 ein Ubertrag, so muss auch 1 zur néchsten Ziffer links davon
addiert werden. Daher verbleibt der Automat in Zustand 71 und der Lesekopf wechselt nach
links. Falls der Ubertrag auch nach Lesen der gesamten Zahl noch entsteht (z. B. bei 1111 als
Eingabe), so wird eine neue erste Stelle durch den Fall 6(z1,0) = (z3, 1, N) hinzugefiigt: Die 1
ersetzt das Blank-Symbol links von der Zahl, anschlieflend wird in den akzeptierenden Zustand
z3 gewechselt.

Betrachte z. B. die Zahl 0011 als Eingabe. Dann léduft die Turingmaschine wie folgt:

7200011 + 0zg011 + 00zo11 001zl + 0011zpO + 001z710 F 00z7 100 + 0210000 + 2201000 +
70001000 + Oz301000

5.2. Linear beschrinkte Turingmaschinen und kontextsensitive Sprachen

Wir betrachten als néchstes spezielle Turingmaschinen, die nur den Platz auf dem Band in
Anspruch nehmen, den die Eingabe zur Verfiigung stellt, d.h. diese Turingmaschinen ver-
lassen die Eingabe nie mit dem Schreib-Lesekopf. Wir nennen diese Turingmaschinen linear
beschrdinkte Turingmaschinen. Damit diese Turingmaschinen das rechte Ende der Eingabe er-
kennen konnen, markieren wir das letzte Symbol der Eingabe: Hierfiir verwenden wir eine Kopie
des Alphabets. Sei X = {a1,...,a,} ein Alphabet, dann bezeichnen wir mit T das Alphabet

D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025 75 Stand: 2. Juli 2025



5. Kontextsensitive und Typ 0-Sprachen

s = {a1,...,ay}. Eine Eingabe a; - - - a,, auf dem Band der Turingmaschine wird dementspre-
chendalsay - - - a,,—1a,, dargestellt und die Turingmaschine arbeitet auf dem Alphabet X’ = TUS.
Beachte, dass wir das linke Ende des Bandes nicht markieren, da dies die Turingmaschine selbst
kann, indem sie ganz am Anfang das aktuelle Symbol auf dem Band durch ein gleichartiges aber
markiertes Symbol ersetzt.

Definition 5.2.1. Eine NTM M = (Z,X U i, I', 6, 20,0, E) heifst linear beschriankt (LBA, li-
near bounded automaton), wenn fiir alle ay---a, € X% und alle Konfigurationen uzv mit
2001 - A1V, uzv gilt: luv| < m.

Die akzeptierte Sprache eines LBA M ist
L(M):={a1---am € X" | zoa1 - Am-1am Fy, uzv wobei u,v € ' und z € E}
Beachte, dass LBAs als nichtdeterministische Turingmaschinen definiert sind.

Theorem 5.2.2 (Satz von Kuroda). Kontextsensitive Sprachen werden genau von den LBAs
erkannt.

5.3. Turingmaschinen und Typ 0-Grammatiken

Satz 5.3.1. Die durch (allgemeine) nichtdeterministischen Turingmaschinen akzeptierten Spra-
chen sind genau die Typ 0-Sprachen.

Da nichtdeterministische Turingmaschinen durch deterministische Turingmaschinen simuliert
werden konnen, indem alle Berechnungsmoglichkeiten der NTM nacheinander von der DTM
durchprobiert werden, gilt der letzte Satz auch fiir deterministische Turingmaschinen (der Un-
terschied zwischen NTMs und DTMs kommt erst zum Tragen, wenn wir das Laufzeitverhalten
betrachten, wie wir es spater im Kapitel zur Komplexititstheorie machen werden).
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In diesem Kapitel geben wir iibersichtsartig an, welche Formalismen und Resultate gelten.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Sprachklassen (einschlieBlich der determi-
nistisch kontextfreien Sprachen, die eine echte Teilmenge der Typ 2-Sprachen und eine echte
Obermenge der Typ 3-Sprachen sind), den dazu passenden Grammatiken, Automatenmodellen
und sonstigen Modellen, die wir kennengelernt haben.

Sprache H Grammatik ‘ Automat sonstiges
Typ 3 reguldre Grammatik endlicher Automat (DFA und | regulédrer
NFA) Ausdruck
deterministisch LR(k)-Grammatik Deterministischer Kellerau-
kontextfrei tomat (DPDA)
Typ 2 kontextfreie Grammatik Kellerautomat (PDA) (nicht-
deterministisch)
Typ 1 kontextsensitive Grammatik | linear beschridnkte Turing-
maschine (LBA) (nichtdeter-
ministisch)
Typ O Typ 0-Grammatik Turingmaschine  (determi-

nistisch und nichtdetermini-
stisch)

Beachte, dass wir den Formalismus der LR(k)-Grammatiken nicht behandelt haben. Diese
Grammatiken spielen eine grofie Rolle im Compilerbau. Eine Definition ist z. B. in (Weg99) zu
finden. Die LR (k)-Grammatiken erzeugen genau die deterministisch kontextfreien Sprachen.

Trennende Beispiele zwischen den verschiedenen Sprachklassen sind:

* Die Sprache {a”"b" | n € Ny} ist Typ 2 aber nicht vom Typ 3.

* Die Sprache {w € {a,b}* | wistPalindrom} ist Typ 2 aber nicht deterministisch-

kontextfrei.

* Die Sprache {a"b"c" | n € Ny} ist Typ 1 aber nicht vom Typ 2.

* Die Sprache H = {M#w | die durch M beschriebene TM hilt bei Eingabe w} ist Typ 0
aber nicht vom Typ 1.
(Die Sprache H ist das Halteproblem, welches wir spiter noch genauer betrachten und

erlautern).

* Das Komplement von H ist nicht vom Typ 0.

Stand: 2. Juli 2025
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6. Uberblick iiber die Chomsky-Hierarchie

Beziiglich der Automatenmodelle zeigt die folgende Tabelle die deterministischen Varianten
und die nichtdeterministischen Varianten und beantwortet (soweit bekannt), ob die Modelle
dquivalent sind, d. h. genau dieselbe Sprachklasse akzeptieren:

Deterministischer Automat H nichtdeterministischer Automat ‘ dquivalent?

DFA NFA ja

DPDA PDA nein
DLBA LBA unbekannt
DTM NTM ja

Es gelten die folgenden Abschlusseigenschaften fiir die verschiedenen Sprachklassen:

Sprachklasse H Schnitt ‘ Vereinigung | Komplement | Produkt | Kleenescher Abschluss
Typ 3 ja ja ja ja ja

deterministisch nein nein ja nein nein

kontextfrei

Typ 2 nein ja nein ja ja

Typ 1 ja ja ja ja ja

Typ O ja ja nein ja ja

Die folgenden Entscheidbarkeiten gelten fiir die betrachteten Entscheidbarkeitsprobleme:

Sprachklasse H Wortproblem | Leerheitsproblem | Aquivalenzproblem | Schnittproblem
Typ 3 ja ja ja ja
deterministisch ja ja ja nein
kontextfrei

Typ 2 ja ja nein nein

Typ 1 ja nein nein nein

Typ O nein nein nein nein

Die Komplexitit des Wortproblems fiir die verschiedenen Sprachklassen ist:

Sprachklasse

H

Typ 3, DFA gegeben

lineare Komplexitit

deterministisch kontextfrei

lineare Komplexitit

Stand: 2. Juli 2025

Typ 2, Chomsky-Normalform gegeben || O (n?)
Typ 1 exponentiell
Typ 0 unlosbar

78

D. Sabel, Skript AFS,SoSe 2025



7. Berechenbarkeit

7.1. Einleitung

Jeder der schon einmal programmiert hat, hat ein Gefiihl dafiir, was mit einem Computerpro-
gramm berechnet werden kann, und eventuell auch dafiir, was mit einem Computerprogramm
nicht berechnet werden kann. Nachzuweisen, dass ein Problem nicht mit dem Computer berechnet
werden kann, erscheint jedoch ziemlich schwierig.

Diese Frage formal zu fassen, war das Anliegen einiger beriihmter Informatiker und Mathemati-
ker, insbesondere zu nennen sind Alan Turing und Alonzo Church.

Wir schriinken unsere Uberlegungen zuniichst auf natiirliche Zahlen und Funktionen iiber den
natiirlichen Zahlen ein und definieren einen Begriff der Berechenbarkeit fiir solche Funktionen.
Ein Problem, das dabei entsteht, ist, dass wir argumentieren miissen, dass diese Definition mit
dem intuitiven Begriff der Berechenbarkeit {ibereinstimmt (beweisen konnen wir das nicht, da
der intuitive Begriff nicht formal definiert ist).

Definition 7.1.1. Eine Funktion f : ]N'g — INg nennen wir berechenbar, wenn es einen Al-
gorithmus gibt (z.B. in Form eines Computerprogramms einer modernen Programmiersprache,
wie C, Java, Haskell,. .. ), welches f berechnet. D.h. wenn das Programm mit der Eingabe
(n1,...,n) € ]Ng startet, dann stoppt der Algorithmus nach endlichen vielen Berechnungs-
schritten und liefert den Wert von f(n1,...,ny) als Ergebnis. Falls [ eine partielle Funktion
ist (d. h. nicht fiir alle Eingaben definiert ist), dann soll der Algorithmus bei einer Eingabe
(n1,...,ng) fiirdie f(ny,...,n) undefiniert ist, nicht anhalten, sondern unendlich lange lau-

fen.

Beachte, dass der Begriff der Berechenbarkeit nicht erfordert, den berechnenden Algorithmus
anzugeben, sondern dessen Existenz geniigt. Daher ist z.B. die Funktion

£n) {1, wenn es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt
n)=

0, sonst

berechenbar, obwohl die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, ungeklirt ist: Denn
entweder ist der Algorithmus, der immer O liefert, oder der Algorithmus, der immer 1 liefert, der
wrichtige* Algorithmus. Beide Algorithmen existieren und damit auch der ,,richtige®.

Unter allen Funktionen {f" : Ny — Ng | 7 € R} mit

1, falls n ein Prifix der Ziffern der Dezimalzahldarstellung von r ist
0, sonst

fr(n)={
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muss es nicht berechenbare Funktionen geben, da die Menge der Algorithmen abzidhlbar unend-
lich ist, es aber iiberabzihlbar viele Funktionen f” gibt und ein Algorithmus der f” berechnet
nicht auch f* mit r # s berechnen kann.

Insbesondere in den 1930er Jahren wurden verschiedene Begriffe fiir die Berechenbarkeit vorge-
schlagen (u.a. die A-definierbaren Funktionen (Alonzo Church und Stephen Kleene), die Turing-
berechenbaren Funktionen (Alan Turing), u-rekursive Funktionen (Kurt Godel und Jacques
Herbrand)).

Es hat sich (erstaunlicherweise!) gezeigt, dass alle diese Begriffe ineinander {iberfiihrbar und
dquivalent sind und daher denselben Begriff der Berechenbarkeit definieren.

Da diese Aquivalenzen gelten und man bisher keinen miichtigeren, sinnvollen Begriff der Bere-
chenbarkeit gefunden hat, geht man allgemein davon aus, dass man durch diese Formalismen den
Begriff der Berechenbarkeit gefunden hat. Das bedeutet insbesondere, wenn man von einer Funk-
tion gezeigt hat, dass sie nicht Turingberechenbar ist, dann geht man davon aus, dass sie liberhaupt
nicht berechenbar ist. Diese Uberzeugung fasst man unter der sogenannten Churchschen These
zusammen:

Churchsche These: Die Klasse der Turingberechenbaren Funktionen stimmt genau
mit der Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen iiberein.

Es gibt keinen Beweis der Churchschen These, da man den Begriff ,,intuitiv berechenbar* nicht
formal fassen kann.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels definieren wir zundchst den Begriff der Turing-
berechenbarkeit, der eine exakte Definition der Berechenbarkeit auf Grundlage der Turingma-
schinen bietet. AnschlieBend betrachten wir einfache Erweiterungen der Turingmaschine. Im
Anschluf} definieren wir den zur Berechenbarkeit eng verwandten Begriff der Entscheidbarkeit,
zeigen die Unentscheidbarkeit des berithmten Halteproblems und erldutern eine Technik, wie
man die Unentscheidbarkeit eines beliebigen (unentscheidbaren) Problems nachweisen kann.
Wir beenden das Kapitel mit einem weiteren berithmten unentscheidbaren Problem, welches
unabhingig von Turingmaschinen formuliert ist.

7.2. Turingmaschinen und Turingberechenbarkeit

Wir haben die von Alan Turing vorgeschlagenen Turingmaschinen bereits in Kapitel [5| kennen-
gelernt. In diesem Abschnitt definieren wir zunichst darauf aufbauend den Begriff der Turing-
berechenbarkeit einer Funktion. Im Anschluss betrachten wir Varianten von Turingmaschinen.

Wir wiederholen die wesentlichen Begriffe und Definitionen zu Turingmaschinen: Eine Tu-
ringmaschine ist ein 7-Tupel (Z,%,T, 0, zg, 0, E), wobei Z die endliche Menge der Zustinde,
> das Eingabealphabet, I' > X das Bandalphabet, zo € Z der Startzustand, 0 € (I" \ X) das
Blank-Symbol, E C Z die Menge der Endzustéinde, und ¢ die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (mit
0:(ZxI') » (ZXI'x{L,R,N}) fiireine DTMund ¢ : (ZxI") — P(ZXI'x{L, R, N}) fiir eine
NTM) ist. Konfigurationen sind Worter der Form a; - - - a,zamy1 - - - an, wobei ay - --a, € I'*
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der entdeckte Teil des Bandinhalts ist, die endliche Steuerung der TM im Zustand z € Z ist und
der Schreib-Lesekopf der TM unter a,,+1 steht.

Bisher haben wir Turingmaschinen verwendet, um Sprachen zu erkennen, und daher definiert,
wann eine Turingmaschine ein Eingabewort akzeptiert (siehe Definition[5.1.3). Fiir die Definition
der Berechenbarkeit von Funktionen (auf den natiirlichen Zahlen, wie im letzten Kapitel) passen
wir die Definition an, indem wir neben der Akzeptanz auch die Ausgabe (auf dem Band der
Turingmaschine) beobachten. Wir geben auch gleich eine Definition an, die fiir Funktionen auf
Wortern einer formalen Sprache passend ist.

Definition 7.2.1. Sei bin(n) die Bindirdarstellung von n € Ny. Eine Funktion f : ]N’S — Ny heifit
Turingberechenbar, falls es eine (deterministische) Turingmaschine M = (Z,%,T,8, 20,0, E)
gibt, so dass fiir alle ny, . . ., ng, m € Ny gilt:

f(ny,...,n) =m g.dw. zobin(ny)# ... #bin(ng) v 0O...0z.bin(m)a... O mit z, € E.

Eine Funktion f : ¥* — X* heifst Turingberechenbar, falls es eine (deterministische) Turingma-
schine M = (Z,2,1,6, 20,0, E) gibt, so dass fiir alle u,v € £* gilt: f(u) =v g.d.w.

Zou F*O...0z.vO...Omitz, € E.

Eine Konsequenz (fiir beide Definitionen der Turingberechenbarkeit) ist: Falls f(nq,...,nx)
bzw. f(u) undefiniert ist, dann muss die Maschine in eine Endlosschleife gehen.

Beispiel 7.2.2. Die Nachfolgerfunktion f(x) = x + 1 fiir alle x € Ny ist Turingberechenbar. Wir
haben eine entsprechende Turingmaschine bereits in Beispiel angegeben.

Beispiel 7.2.3. Die Identitditsfunktion f(x) = x fiir alle x € Ny ist Turingberechenbar: Fiir die
Turingmaschine M = ({zo}, {0, 1, #},{0, 1, #0}, 6, z9, O, {z0}) mit 6(z9,a) = (z9,a,N) fiir
alle a € {0, 1, #, 0} gilt: zobin(n) v+ zgbin(n) fiir alle n € Ny.

Die iiberall undefinierte Funktion Q ist Turingberechenbar, da die Turingmaschine M =
({z0},{0,1,#},{0,1, #,0}, 6, zo, O, 0) mit 6(z9,a) = (zo,a, N) fiir keine Eingabe akzeptiert
(sondern stets in eine Endlosschleife geht).

Eine beriihmte nicht-berechenbare Funktion ist die Radé-Funktion (benannt nach Tibor Rado):
Y (n) = Anzahl an Einsen, die ein FleiBiger Bieber mit n Zustidnden auf das Band schreibt

Ein fleiBiger Bieber (busy beaver im Englischen) mit n» Zusténden ist eine (auf leerer Eingabe)
anhaltende Turingmaschine, fiir die keine andere Turingmaschine bei leerer Eingabe mehr Einsen
auf das Band schreibt und anhilt. Dabei gelten einige Anderungen / Einschriinkungen and die
betrachteten Turingmaschinen mit n» Zustdnden:

* Die Turingmaschinen sind deterministisch.

» Das Bandalphabet ist {00, 1}, wobei O das Blank-Symbol ist.
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* Die Kopfbewegungen sind nur L und R (N ist nicht erlaubt)
* Die Turingmaschine hat n Nichtendzustinde und genau einen Endzustand. (d.h. in n zéhlt
der Endzustand nicht mit).
Esgilt (1) =1,%(2) =4, X(3) = 6,X(4) = 13, Z(5) = 4098, wobei der Wert fiir 5 erst im Jahr
2024 nachgewiesen werden konnt

Fiir Werte grofer als 5 ist X(n) unbekannt. Fiir n = 6 ist bekannt, dass X (n) groBer ist als der
10

Potenzturm 1010 mit 15 Zehnern, was bereits eine unvorstellbar grofie Zahl ist.
Satz 7.2.4. Die Rado-Funktion ist nicht berechenbar.

Beweisskizze. Nehme an X sei berechenbar und My sei die DTM, die X berechnet, wobei wir
0.b.d.A. annehmen, dass My die Beschrinkungen an die TMs in der Definition der fleiigen
Bieber einhilt. Insbesondere sei My schon derart abgeédndert, dass sie das Bandalphabet {0, 1}
verwendet, und daher ihre Eingabe unir kodiert erwartet und die Ausgabe ebenfalls unir kodiert
schreibt. Man tiberlege sich, dass das Einhalten der Einschrinkungen durch leichtes Abidndern
stets bewerkstelligt werden kann. Konstruiere die folgenden Turingmaschinen, die alles samt die
Beschrinkungen in der Definition der fleiBigen Bieber einhalten sollen:

* Eine TM Mj,,1, die bei Eingabe des Wortes 1* die Ausgabe 12**! auf das Band schreibt,
d.h. M verdoppelt alle Einsen und schreibt noch eine zusétzliche Eins.

» Eine TM My, die 1"V auf das Band schreibt und nicht mehr als N Nichtendzustinde
und einen Endzustand benutzt: Das ist moglich mit §(z;,0) = (zi41, 1, R), Zustidnden
20, .- .,2n und zy ist Endzustand.

Nehme an, My hat k1 Nichtendzustdnde und Ms,,1 hat k9 Nichtendzustidnde. Sei N = k1 + ko.
Sei M die TM, die My, dann M7 und dann My ausfiihrt. M kann mit N + N = 2N Zustinden
einfach konstruiert werden.

Bei leerer Eingabe schreibt M, X (2N +1) Einsen auf das Band und hélt. Das ist jedoch unmoglich,
denn M hat nur 2N Nichtendzustinde, miisste jedoch nach Definition von ¥ mindestes 2N + 1
Zustédnde besitzen. Ein Widerspruch! Da Ms,; und My existieren, war unsere Annahme falsch:
My existiert nicht und X ist nicht berechenbar. |

7.2.1. Mehrspuren- und Mehrband-Turingmaschinen

Unsere bisher eingefiihrten Turingmaschinen haben ein Band, dass zur Eingabe, zur Verar-
beitung, und zum Erzeugen der Ausgabe verwendet wird. In diesem Abschnitt betrachten wir
zwei Varianten von Turingmaschinen, die etwas mehr Moglichkeiten bieten und sich dadurch
oft ,.einfacher* programmieren lassen. Wir zeigen aber, dass sich die Varianten wieder auf die
1-Band-Turingmaschinen zuriickfiihren lassen. Dies zeigt, dass die Varianten den Berechenbar-
keitsbegriff unveridndert lassen.

lsiehe https: //bbchallenge.org/, wobei die dort fiir n = 5 berechnete Zahl BB(n) die maximale Anzahl an
Schritten einer haltenden DTM mit n Zusténden bestimmt, diese jedoch eng verwandt zu X(n) ist.
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7.2. Turingmaschinen und Turingberechenbarkeit

Spur 1 a
Spur 2 a
Spur 3 as

st L Jef TP BB T |

[

Schreib-Lese-Kopf

Abbildung 7.1.: Mehrspuren-Turingmaschine

7.2.2. Mehrspuren-Turingmaschinen

Definition 7.2.5 (Mehrspuren-Turingmaschine). Fiir k € N ist eine k-Spuren-Turingmaschine
ein 7-Tupel M = (Z, 2,1, 6, 20,0, E) wobei
» Z ist eine endliche Menge von Zustianden,
* X ist das (endliche) Eingabealphabet,
* ' O X ist das (endliche) Bandalphabet,
e fiir eine deterministische TM ist 6 : (Z x ') — (Z xT* x {L,R,N}) die Zu-
standsiiberfithrungsfunktion und fiir eine nichtdeterministische TM ist 6 : (Z X rky —
P(Z xT* x {L, R, N}) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion,
e 7o € Z ist der Startzustand,
* 0 e I'\ X ist das Blank-Symbol und
* E C Z ist die Menge der Endzustinde.

Verglichen mit der Definition einer herkommlichen (1-Band und 1-Spuren-TM) ist die Idee der
k-Spuren-TM. dass das Band der Turingmaschine in k iibereinander liegende Spuren geteilt ist.
Abb. [Z]illustriert diese Idee:

Die Turingmaschine liest ein Tupel (a1, ...,ax) und kann dementsprechend agieren. Fiir den
Begriff der Berechenbarkeit nehmen wir an, dass die Eingabe auf der ersten Spur der Mehrspu-
renmaschine liegt und alle anderen Spuren leer sind. Die Ausgabe wird ebenfalls von der ersten
Spur (in einem Akzeptanzzustand) entnommen.

Satz 7.2.6. Jede Mehrspuren-Turingmaschine kann auf einer 1-Band-Turingmaschine simuliert
werden.

Beweis. Verwende als Bandalphabet I' U I'%, als Eingabealphabet ¥ und als Blank-Symbol 0.

Beginnend mit einer Eingabe aus X*, kann die Mehrspurendarstellung erzeugt werden, indem
jedes Symbol a € X aus der Eingabe durch das k-Tupel (a, 0, . . ., O) ersetzt wird. Anschlieend
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kann jeder Berechnungsschritt der Mehrspurenmaschine auf der 1-Band-Maschine simuliert

werden und schlieflich die Ausgabe erzeugt werden, indem jeder Eintrag (ai,...,ax) durch
ay ersetzt wird. Die Akzeptanz der Simulation ist dieselbe und auch die Turingberechenbarkeit
bleibt dieselbe. o

Beispiel 7.2.7. Das folgende Beispiel ist in dhnlicher Weise in (HMUO06) zu finden. Wir pro-
grammieren eine Turingmaschine, welche die Sprache {wcw | w € {a,b}"} erkennt. Dafiir
verwenden wir 2-Spuren und verzichten auf das Erstellen und Entfernen der 2-Spurendarstellung
zu Beginn und am Ende. Stattdessen geben wir direkt eine 2-Spuren-Turingmaschine an, welche
die Sprache {w(c,0)w | w € {(a,0), (b,0)}"} akzeptiert. Die Ideen dabei sind:
* Die Eingabe wew auf Spur 1 wird nur gelesen, aber nicht verdndert.
* Auf der zweiten Spur wird nur das Blank-Symbol und das Symbol v' zum Markieren von
Buchstaben auf Spur 1 verwendet.
* Das Markieren geschieht Zeichenweise von links nach rechts: Ein Zeichen wird im linken
w markiert, dann im rechten w gesucht und dann dort markiert, usw.
Wir verwenden Zustinde Z = {20, Z1a> Z1b» 22a»> 22b»> 235 - - - » 29 }. Dabei ,, speichern* die Zustdinde
Zlas Z1bs 22a, 22b das gelesene Zeichen (a oder b). Der Zustand zg ist der einzig akzeptierende,
der Zustand zg9 wird als Miillzustand verwendet (zum Verwerfen) und z ist der Startzustand. Die
Ubergangsfunktion & ist wie folgt definiert:
e 6(z0, (s,0)) = (z15, (5,V), R) fiir s € {a, b} markiert das linkeste unmarkierte Zeichen
s im linken w, dabei wird s im Zustand 715 gespeichert. Die Suche nach s im rechten w
startet.
* 6(z15, (8',0)) = (215, (8',0), R) fiir s, s" € {a, b} um nach rechts zu bis zum Zeichen ¢ zu
laufen (alle iibersprungenen Zeichen sind unmarkiert).

* 6(z15, (¢,0)) = (225, (c,0), R) mit s € {a, b} fiir den Fall das c erreicht wurde.

* 0(z2s, (8",V)) = (225, (8", V'), R) mit s,s" € {a, b}, um zum ersten unmarkierten Symbol
im rechten w zu gelangen.

* 6(z25, (5,0)) = (23, (5,v'), L) mit s € {a, b}. Das erste unmarkierte Symbol im rechten w
wurde gefunden und stimmt mit dem gesuchten Zeichen iiberein.

* 6(z3,(s,v)) = (z3,(s,v), L) mit s € {a, b} zum nach links laufen zum c.

* 6(z3,(c,0)) = (z4,(c,O, L)) wenn ¢ wieder erreicht wurde. Das Zeichen links vom c
bestimmt nun den weiteren Verlauf.

* 6(z4, (s,0)) = (25, (s,0), L) mit s € {a, b}: Links vom ¢ stand kein markiertes Zeichen
und es wird mit 75 fortgefahren.

* 6(z4,(s,v)) = (26, (s,0), R) mit s € {a, b}: Links vom c stand ein markiertes Zeichen.
Dann muss gepriift werden, ob rechts vom c alle Zeichen markiert sind. Das macht Zustand
Z6-

* 6(z5, (s,0)) = (z5,(s,0), L) mit s € {a, b} setzt die Suche nach dem ersten markierten
Zeichen im linken w fort.
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* 6(z5,(s,v)) = (20, (s,V),R) mit s € {a,b}: Das erste markierte Zeichen im linken w
wurde gefunden. Nun kann rechts davon mit dem Startzustand zg fortgefahren werden.

* 6(z¢, (c,0)) = (z7, (c,0), R). In zg steht der Schreib-Lesekopf direkt auf dem ¢ und die
TM sucht nun im rechten w nach unmarkierten Zeichen.

* 6(z7,(s,v)) = (27, (s,v), R) fiir s € {a, b} setzt die Suche nach unmarkierten Zeichen
im rechten w fort.

* 6(z7,(0,0)) = (z8, (O,0), N): Alle Zeichen im rechten w waren markiert. Die TM geht in
den akzeptierenden Zustand zs.

* O(zs, (s,1)) = (z8,(s,t),N) fiir s € {a, b, c}, t € {0, V'} verbleibe akzeptierend.

* 0(zi, (8,1)) = (29, (s,1), N) fiir alle anderen Fdlle verbleibe oder wechsele in den verwer-

fenden Zustand.

Ein Lauf der Turingmaschine fiir das Wort abcab ist:

abcab a bcab ab cab a b c ab
20 F Zla F Zla = 22a
ooooag v oooo v O ooo v/ oo oo

abZ cab . az bcab Loz abcab . aZ bcab
/o lovao v Yoovao /oovo v Poovao

- abZ cab - abcZ ab . abcaZ b . abcZ a b
v oot vvo®vo T vvor o T sunPuy

abzcab - azbcab - abzcab . abczab
v iovy T vt vove D vy loave T vvnT vy

abcaZ b - abcabzlzl'_ abcabZD
svov 'y T vvaovey e T vvyovy o

7.2.3. Mehrband-Turingmaschinen

Als néchstes betrachten wir als Erweiterung der 1-Band-Turingmaschinen, die Mehrband-
Turingmaschinen. Diese verwenden mehrere Binder, wobei jedes Band einen eignen Schreib-
Lesekopf hat. In jedem Schritt kann jeder dieser Kopfe in eine der Richtungen L, R, N unabhingig
von den anderen Kopfen bewegt werden.

Eine Illustration der Mehrband-Turingmaschine ist in Abb.[7.2]zu finden.

Definition 7.2.8 (Mehrband-Turingmaschine). Fiir k € N ist eine k-Band-Turingmaschine ein
7-Tupel M = (Z,%,T, 8, 29,0, E) wobei

* Z ist eine endliche Menge von Zustianden,

» ¥ ist das (endliche) Eingabealphabet,
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LEIE R N I I O B B B e
Tl . Schreib-Lese-Kopf
LI I I O B B B e

TZ. Schreib-Lese-Kopf

LCE T I [ I I B

T3. Schreib-Lese-Kopf

L U I (N I I I B

Tk. Schreib-Lese-Kopf

Abbildung 7.2.: Illustration der Mehrband-Turingmaschine

* ' O X ist das (endliche) Bandalphabet,

e fiir eine deterministische TM ist 6 : (Z x T*) — (Z x T* x {L, R, N}*) die Zu-
standsiiberfiihrungsfunktion und fiir eine nichtdeterministische TM ist 6 : (Z x I'*) —
P(ZxT* x {L, R, N}*) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion

e 70 € Z ist der Startzustand,
* 0 e I'\ 2 ist das Blank-Symbol
* E C Z ist die Menge der Endzustéinde.

Zur Berechnung (von Funktionswerten) nehmen wir fiir die k-Band-TM an, dass die Eingabe auf
dem ersten Band steht und alle anderen Bénder leer sind.

Theorem 7.2.9. Jede Mehrband-Turingmaschine kann von einer 1-Band TM simuliert werden.

Beweis. Sei M eine k-Band-TM. Wenn k = 1, dann ist dies eine 1-Band-TM und die Aussage ist
trivial. Anderenfalls (k > 1) verwenden wir eine 2 - k-Spuren-TM um M zu simulieren. Dabei
reprisentieren jeweils 2 aufeinanderfolgende Spuren ein Band von k. Sei i ein Band von M, dann
speichert die erste dazugehorige Spur den Inhalt von Band i und die zweite Spur speichert die
Position des i-ten Schreib-Lesekopfs von M, indem sie an der entsprechenden Position ein * auf
die Spur schreibt (und alle anderen Eintrage mit dem Blank-Symbol belegt). Abb. illustriert
diese Darstellung.

Fiir eine Eingabe w € X* auf dem Eingabeband der Mehrband-Maschine, erzeugt die 1-Band-
Maschine fiir dieselbe Eingabe die Darstellung mit 2k-Spuren und simuliert anschlieend die
Berechnungsschritte. Bei Akzeptanz der Mehrband-TM transformiert sie die Spurendarstellung
in die Darstellung der Ausgabe.

Zur Simulation eines Berechnungsschrittes auf der Mehrband-TM liest die 1-Band-TM zunichst
einmal komplett den verwendeten Bandbereich von links nach rechts und speichert dabei (durch
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Band 1 | ap || ap || as || as || as || as | as | Spur 1 ap | a1 | az | a3 | as | as | as
1. Schreib-Lese-Kopf Spur 2 o ] o * i o i
Band 2 | bo || by || bo || b3 || by || bs || bg | Spur 3 bo | b1 | b2 | b3 | ba | bs | bs
2. Schreib-Lese-Kopf Spur 4 i ] o m] i m] *
Band k | co || c1 || c2 || c3 || cq || s || ce | Spur2k—1 | co [ c1 | c2 [ c3 | ca | ¢5 | c6
. Schreib-Lese-Kopf Spur 2k o * o a o o o

k-Band-TM Simulation mit 2k-Spuren

Abbildung 7.3.: Simulation der Turingmaschine mit k-Bdndern

Zustinde) die Kopfpositionen aller k& Kopfe. Im Anschluss ,,weil* sie, welchen Schritt die
Mehrband-TM machen will, und macht alle Anpassungen auf allen Schichten (Anpassen der
Bandinhalte und der Kopfpositionen). Im Anschluss kann der nichste Schritt starten. O

7.3. Unentscheidbarkeit

In diesem Kapitel definieren wir basierend auf dem Begriff der Berechenbarkeit die Entscheid-
barkeit von Problemen und betrachten im Anschluss das Halteproblem fiir Turingmaschinen (und
Varianten davon) und zeigen, dass dieses Problem nicht entscheidbar ist. Danach erldutern wir
die Technik, ein Problem auf ein anderes zu reduzieren und zeigen damit die Unentscheidbarkeit
von weiteren Problemen.

Definition 7.3.1. Eine Sprache L C X* heifit entscheidbar, wenn die charakteristische Funktion
von L, yr : ¥ — {0, 1} mit
1, fallswelL

xr(w) = {0, fallsw ¢ L

berechenbar ist.

Eine Sprache heif3t semi-entscheidbar falls x; : ¥* — {0, 1} mit

LW = undefiniert, fallsw ¢ L

berechenbar ist.

Fiir Mengen L C Ny lésst sich obige Definition sinngemifl anwenden.

Algorithmisch gesehen muss fiir den Fall der Entscheidbarkeit ein immer anhaltender Algorith-
mus formuliert werden, wihrend im Falle der Semi-Entscheidbarkeit ein Algorithmus ausreicht,
der nur im Erfolgsfall (w € L) anhilt und ansonsten unendlich lange l4uft.

Satz 7.3.2. Ein Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L jeweils semi-entscheidbar
sind.
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Beweis. Aus einer Turingmaschine, die y berechnet, konnen leicht TMs konstruiert werden, die
X1 und X,Z berechnen. Umgekehrt kann aus zwei TMs My, und M7, die y; und X,Z berechnen,
eine TM konstruiert werden, die sich wie folgt verhilt und damit yj berechnet:

Starte mit i = 1.

Simuliere i-Schritte von M| .

Wenn diese akzeptiert, dann akzeptiere mit Ausgabe 1.
Ansonsten simuliere i-Schritte von M7

Wenn diese akzeptiert, dann akzeptiere mit Ausgabe 0.
Ansonsten erhohe i um 1 und starte von neuem.

Korollar 7.3.3. Wenn L entscheidbar ist, dann ist auch L entscheidbar.

Definition 7.3.4. Eine Sprache L C X* heifst rekursiv aufzihlbar, falls L = 0 oder falls es eine
totale berechenbare Funktion f : Ng — X* gibt, sodass L = \U;en, f(i). Man sagt dann ,, f
zdhlt L auf*.

Lemma 7.3.5. Die Sprache X* ist rekursiv-aufzdhlbar.

Beweis. Sei |Z| = b. Sei n € Ny. Interpretiere ein Wort w € £* als b + 1-dre Zahl. Konstruiere
eine TM, die auf einem Band, die Eingabe » in Binirdarstellung erhilt und auf dem anderen
Band die b + 1-dre Zahl 0. Anschlielend zahlt die TM, die Bindrzahl herunter und erhoht bei
jedem Herunterzihlen die b + 1-dre Zahl um 1. Wenn der Binérzéhler auf 0 ist, dann enthilt das
andere Band das Wort f(n). O

Im folgenden sei c¢(x, y) die Kodierung eines Paares von natiirlichen Zahlen als natiirliche Zahl,
left(c(x,y)) sei x und right(c(x,y)) sei y (siehe z.B. (SchO8) fiir die Existenz einer solchen
Kodierung).

Satz 7.3.6. Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn sie semi-entscheidbar ist.

Beweis. Sei die Sprache L rekursiv aufzdhlbar und f die totale und berechenbare Funktion, die
L aufzihlt. Der Algorithmus
Firi=0,1,2,3,... tue
wenn f (i) = w dann
stoppe und gebe 1 aus

berechnet y; (w).

Sei nun L eine semi-entscheidbare Sprache und M eine TM, die x; berechnet. Wenn L = 0,
dann ist L rekursiv-aufzéhlbar.

Anderenfalls sei u € L ein Wort. Wir miissen zeigen, dass es eine totale und berechenbare Funk-
tion f gibt, die L aufzdhlt. Wir konstruieren eine TM M’. Sei n eine Eingabe. Wir interpretieren,
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diese als c¢(x, y) und berechnen mit left (n) und right(n) die Komponenten x und y. Anschliefend
priifen wir, ob TM M bei Eingabe g(x) nach y Schritten akzeptiert (M’ simuliert y Schritte von
M). Hierbei ist g(x) das zu x zugehorige Wort aus X* (dieses wird zuvor von M’ berechnet,
sieche Lemma[7.3.5)). Ist dies der Fall, so akzeptiert die TM M’ mit Ausgabe g(x). Anderenfalls
akzeptiert die TM M’ mit Ausgabe u.

Die TM M’ hilt daher fiir jede Eingabe und berechnet eine totale Funktion f:

w e L, fallsw = g(left(n)) und M akzeptiert w in right(n) Schritten
u €L, sonst

f(n)={

Fiir jedes w € L gibt es eine Zahl x, sodass w = g(x), und eine Zahl y, sodass M nach y Schritten
bei Eingabe w anhilt und dieses Wort akzeptiert. Dann z#hlt M’ das Wort w bei Eingabe c(x, y)
auf. Daher ist L aufzihlbar. O

Insgesamt zeigen unsere bisherigen Definitionen und Resultate, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

e L ist vom Typ O.

* L ist semi-entscheidbar.

* L ist rekursiv-aufzihlbar.

* Es gibt eine Turingmaschine M, die L akzeptiert (d.h. L(M) = L).
* x; ist Turing-berechenbar.

* Es gibt berechenbare Funktionen, die L als Wertebereich (ndmlich die L aufzihlende
Funktion) bzw. als Definitionsbereich (ndmlich y; ) haben.

Beachte, dass die rekursive Aufzdhlbarkeit im Allgemeinen nicht dasselbe ist wie Abzéhlbarkeit
(sieche auch Anhang [A.T.4): Eine Sprache L ist abzéhlbar, wenn es eine totale Funktion f :
No — L gibt, sodass (J;en, f(i) = L. Der wesentliche Unterschied ist, dass Abzéhlbarkeit
nicht die Berechenbarkeit von f fordert. Daher sind die Begriffe Abzihlbarkeit und rekursive
Aufzidhlbarkeit verschieden.

7.3.1. Godelisierung von Turingmaschinen

Wir erldutern, wie Turingmaschinenbeschreibungen als Zahlen in Bindrdarstellung, d.h. als Worte
tiber dem Alphabet {0, 1} dargestellt werden konnen. Wir wollen dies bewerkstelligen, um im
Anschluss daran, diese Beschreibungen als Eingaben anderer Turingmaschinen zu verwenden.

Sei (Z,%,T,6, 20,0, E) eine deterministische Turingmaschine mit £ = {0, 1}. Wir nehmen an,
dass I' und Z durchnummeriert sind:

e I'={ag,...,ar}
* Z=A{z0,---,2n}
und dass (0.B.d.A) ag =0, a1 = #, a2 =0, az = 1, zg der Startzustand ist und E = {z,} gilt.
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Jeder Regel 6(zp, a;) = (z4,aj, D) ordnen wir das Wort

Wp.ig.j.0 = ##bin(p)#£bin(i)#£bin(q)#bin(j)#bin(Dm)

mit
0, fallsD =1L
D, =4 1, fallsD =R
2, fallsD =N

tiber dem Alphabet {0, 1, #} zu.

Alle zu §-zugehorigen Worte, werden (in irgendeiner Reihenfolge) hintereinander geschrieben.
Wir bezeichnen dieses Wort als w 5.

SchlieBlich kodieren wir das Alphabet {0, 1, #} durch {0 — 00,1 — 01,# +— 11}. Wir
bezeichnen die so kodierte Turingmaschine M als Wort w .

Nicht jedes Wort tiber dem Alphabet {0, 1} entspricht der Kodierung einer Turingmaschine. Sei
M eine beliebige aber feste Turingmaschine. Dann konnen wir fiir jedes Wort w € {0, 1}* die
zugehorige Turingmaschine M,, festlegen als

M M, wennw =wys
¢ M, sonst

Beispiel 7.3.7. Das Problem BB := {w € {0, 1}" | M,, ist ein fleifiger Bieber} ist unentscheid-
bar: Wenn BB entscheidbar, dann gibt es eine TM M, die ypp berechnet. Dann konnten wir
Jjedoch auch die Rado-Funktion ¥ berechnen: Die TM M’ zéhlt bei Eingabe n, alle Turingma-
schinen mit n Zustdanden auf und priift durch Simulation von M, ob diese ein fleiffiger Bieber ist.
Ist dies der Fall, so simuliert sie den fleifigen Bieber und zdhlt die ausgegeben Einsen. Das X
nicht berechenbar ist, ist dies ein Widerspruch.

7.3.2. Das Halteproblem

7.3.2.1. Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

Definition 7.3.8 (Spezielles Halteproblem). Das spezielle Halteproblem ist die Sprache
K :={w € {0,1}" | M,, hdlt fiir Eingabe w}

Satz 7.3.9. Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar (und damit unentscheidbar).

Beweis. Nimm an, K ist entscheidbar. Dann ist y ¢ berechenbar. D.h. es gibt eine TM M, die yx
berechnet.

Wir konstruieren eine TM M, die zundchst M ablaufen ldsst und anschlieBend:
* Wenn M mit 0 auf dem Band endet, dann hélt M’ an und akzeptiert.

e Wenn M mit 1 auf dem Band endet, dann lduft M’ in eine Endlosschleife.
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Ilustriert durch das folgende Bild:

start

!

M
Jja 'l' nein

l_ .Band1l=07" l

stop Endlosschleife

.

Betrachte nun M’ auf der Eingabe wj,: Es gilt

M’ hilt fiir Eingabe w
g.d.w. M angesetzt auf wy,s gibt 0 aus
gdw. xyx(wp)=0
gdw. wy éK
g.d.w. M’ hilt nicht fiir Eingabe w

Das ergibt
M’ hilt fiir Eingabe wy;, <= M’ hilt nicht fiir Eingabe w ;-

und stellt daher einen Widerspruch dar. D.h. unsere Annahme war falsch, K ist nicht entscheidbar.
O

Der obige Beweis benutzt implizit ein Diagonalisierungsargument, dass wir genauer erldutern:
Betrachte die folgende Tabelle:

w1 w2 W3 Wyq
M, | ja nein ja
M,,, | nein nein ja
M,., | ja nein ja
M,,

Als Spalteniiberschriften enthilt sie alle Worte iiber {0, 1} (indem sie aufgezidhlt werden)
und als Zeilenbeschriftungen alle Turingmaschinen M,,,, M,,,, ... die sich aus der Beschrei-
bung von w; ergeben. Nehme an, die Tabelleneintrige in Zeile i und Spalte j sind ja,
wenn M, bei Eingabe w; akzeptiert und hilt und nein anderenfalls. Sei Lp die Sprache
Lp = {w; | M,, hilt nicht fiir Eingabe w;}. Sei wp die Beschreibung einer Turingmaschine,
die Lp entscheidet und M,,,, die Turingmaschine dazu. Dann verhilt sich die M,,,, genau ge-
gensitzlich zur Diagonalen der obigen Tabelle. Irgendwann jedoch wird in der Tabelle auch das
Wort wp selbst aufgezihlt, und der Eintrag in der Spalte fiir wp und der Zeile fiir M,,,, wire
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das Gegenteil zum selben Eintrag:

wi wo w3 WwWq4 ... WD
M,, | ja nein ja
M,,, |nein nein ja
M., | ja nein ja
M,
M, | nein ja nein ... ... ?

Daher entsteht der Widerspruch und es ergibt sich, dass die Beschreibung wp nicht existieren
kann. Die Sprache Lp ist daher nicht entscheidbar (und auch nicht semi-entscheidbar).

7.3.2.2. Reduktionen

Wir fiihren ein ,,Hilfsmittel ein, um Unentscheidbarkeit von Sprachen L nachzuweisen. Hierbei
wird eine bereits als unentscheidbar bekannte Sprache Ly verwendet und gezeigt: Wenn die
neu zu betrachtende Sprache L entscheidbar wire, dann wire auch Lg entscheidbar. Da L aber
bereits als unentscheidbar bekannt ist, kann auch L nicht entscheidbar sein.

Definition 7.3.10 (Reduktion (einer Sprache auf eine andere)). Sei Ly C X] und Ly C X5
Sprachen. Dann sagen wir L1 ist auf Lo reduzierbar (geschrieben L1 < Lo), falls es eine totale und
berechenbare Funktion f : X7 — XJ gibt, sodass fiir allew € X7 gilt: w € L1 & f(w) € Lo.

Satz 7.3.11. Wenn L1 < Lo und Lo entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, dann ist auch L,
entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der Entscheidbarkeit. Der Beweis fiir die Semi-

Entscheidbarkeit ist analog. Sei f die L1 < Lo bezeugende (und berechenbare) Funktion. Da

Lo entscheidbar ist, ist yr, berechenbar. Damit ist auch yr,(w) := xr,(f(w)) berechenbar.
Offensichtlich gilt

1, wel 1, w) €L

(L) = I

0. wel 0. f(w) ¢ Ly }:XLz(f(W))

Mit Kontraposition folgt aus Satz[/.3.11
Lemma 7.3.12. Sei L1 < Lo und L1 ist unentscheidbar. Dann ist auch Lo unentscheidbar.

Wir verwenden meistens die Variante in Lemmal(/7.3.12| um Unentscheidbarkeit von Problemen
zu zeigen. Das Vorgehen dabei ist:
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* L sei eine bekannt unentscheidbare Sprache

* Reduziere L, auf Ly durch Angabe einer berechenbaren Funktion f mitw € L;
f(w) € La.
* Damit folgt, dass Lo unentscheidbar ist.

7.3.2.3. Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Definition 7.3.13 ((Allgemeines) Halteproblem). Das (allgemeine) Halteproblem ist definiert
als H := {w+#x | TM M,, hdlt fiir Eingabe x}

Satz 7.3.14. Das allgemeine Halteproblem ist unentscheidbar.

Beweis. Wirreduzieren das spezielle Halteproblem auf das allgemeine Halteproblem, und zeigen
daher K < H. Sei f(w) = w#w. Dann gilt

wekK
g.d.w. M, hilt fiir Eingabe w
gdw. wHweH
gdw. f(w)eH

Offensichtlich kann f durch eine TM berechnet werden und ist daher berechenbar. O

7.3.2.4. Halteproblem bei leerer Eingabe
Definition 7.3.15. Das Halteproblem auf leerem Band ist die Sprache

Hy = {w | M,, hdlt fiir die leere Eingabe}.
Satz 7.3.16. Das Halteproblem auf leerem Band ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Halteproblem auf das Halteproblem auf leerem Band und zeigen
daher H < Hy. Sei f(wym#x) = wp, ., wobei My, die Turingmaschine ist, die sich wie M
verhilt aber vorher x auf das Eingabeband schreibt. Dann gilt

wyHx e H
g.d.w. M, hilt fiir Eingabe x
g.d.w. My . hilt fiir die leere Eingabe
gdw. wpy,, €Hp
gdw. f(wap+#x) € Hy

Die Funktion f kann durch eine TM berechnet werden und ist daher berechenbar. m|
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7.4. Das Postsche Korrespondenzproblem

Das Problem ist das Postsche Korrespondenzproblem (PCP, Post Correspondence Problem)
welches von Emil Post im Jahr 1946 vorgeschlagen wurde (Pos46).

Definition 7.4.1 (Postsches Korrespondenzproblem). Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Folge
von Wortpaaren K = ((x1,y1), ..., (xk, yx)) mit x;,y; € Z*. Das Postsche Korrespondenzpro-
blem (PCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine Folge von Indizes i1, . .., i, mit
ij €{l,...,k} gibt, sodass x;, ---x;, = Yi, -+ Vi, &ilt.

Das PCP kann als Spiel aufgefasst werden, wobei die einzelnen Spielsteinarten durch die Wort-
Xi
Yi
reihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe Wort abgelesen werden kann. Dabei
diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine verwendet werden.

. Gesucht ist eine Aneinander-

paare dargestellt sind, d.h. die Spielsteine haben die Form [

a baa ab
Beispiel 7.4.2. Sei K = .D st =1,2,3,2 eine Lo.
eispie Sei ( aba ] ua [ bb ]) ann ist ,2,3,2 eine Losung, da
a baa ab baa | =abaaabbaa
aba aa bb aa = abaaabbaa
. ab ba ba bba |, . . . . .
Fiir die Instanz K = ([ bba } , [ baa ] | aba ] , b ) ist das Finden einer Losung nicht

mehr so einfach. Die kiirzeste Losung benotigt bereits 66 Paare und ist 2, 1, 3, 1, 1, 2, 4, 2, 1, 3,
]} 3) 1) 1) 3, ]} ]) 21 4) ]) ]} 2) 4’ 3! ]) 4} 4’ 3’ ]) ]) ]) 2) 4’ 2) 4) 4) 4) 3) ]) 3} ]) 4) 2) 4) ]} ]) 21 4) ])
4,4, 3, 1,4, 4,3, 4, 4,3, 4,2,4, 1,4, 4, 3.

Satz 7.4.3. Das Postsche Korrespondenzproblem ist unentscheidbar.

Ein ausfiihrlicher Beweis der das Halteproblem auf PCP reduziert ist in Anhang[A.10|zu finden.
Wir lassen diesen hier aus und betrachten noch einige Varianten des Problems:

Wihrend bereits fiir bindre Alphabet das PCP unentscheidbar ist, gilt dies nicht fiir unire Alpha-
bete:

Lemma 7.4.4. Das PCP fiir undre Alphabete ist entscheidbar.

n
Beweis. Sei ¥ = {a}. In diesem Fall sind alle Spielsteine von der Form [ Z’" ] Wenn fiir
alle Steine (x;,y;) gilt |x;| < |yi|, dann gibt es keine Losung. Wenn fiir alle Steine (x;,y;)
gilt |x;| > |yi|, dann gibt es keine Lésung. Wenn es zwei Steine gibt (x;, y;) = (a”, a™*") und
(xj,y;) = (@™*,a™) mit s,r > 0, dann ist das PCP immer losbar: Die Losung ist die Folge

von Indizes i, ...,i,J,..., j, denn diese erzeugt oben a7 (m+s) ynd unten @ ("M Daher
S—— ——
s-mal r-mal
werden oben wie unten (sn + rm + rs)-viele a’s erzeugt. |
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Eine andere Variante des PCP ist es, die Anzahl der verschiedenen Spielsteinarten zu beschranken.
Hier ist bekannt, dass das PCP fiir 1 oder 2 Spielsteinarten entscheidbar ist (siehe (EKR82)),
und fiir 5 Spielsteinarten unentscheidbar ist (das wurde 2015 in (Neal5)) gezeigt). Fiir 3 und 4
Spielsteinarten ist die Frage der Entscheidbarkeit ungeklirt.
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Die Komplexititstheorie beschiftigt sich mit der Einordnung von Problemen in verschiedene
Komplexititsklassen, d.h. sie betrachtet den Ressourcenverbrauch (Rechenzeit oder Platzbedarf)
von Problemen und definiert verschiedene Klassen passend zur Komplexitét. Ein Untersuchungs-
gegenstand ist das Finden und Analysieren der Laufzeit- und Platzkomplexitit von Algorithmen
fiir konkrete Probleme. Dabei kann einerseits die Suche nach einem moglichst effizienten Verfah-
ren das Ziel sein, um damit eine obere Schranke fiir die Komplexitit des Problems anzugeben.
Z.B. zeigt der CYK-Algorithmus, dass das Wortproblem fiir CFGs in Chomsky-Normalform
O(|P| - n?) (mit n Linge des Worts, |P| Anzahl an Produktionen) als obere Schranke hat. Da-
her ist Problem mit dieser Zeitkomplexitét 10sbar, aber eventuell gibt es bessere Algorithmen.
Die Frage, nach den bestmoglichen Algorithmen, fokussiert den Nachweis von unteren Schran-
ken, d.h. man zeigt, dass es keinen Algorithmus mit einer besseren Zeit- bzw. Platzkomplexitét
gibt. Im allgemeinen ist dieses Problem schwieriger, da man iiber alle moglichen (unbekannten)
Algorithmen, die das Problem 16sen, argumentieren muss.

Ein anderer Fokus ist die Betrachtung der Frage, ob und wie sich Nichtdeterminismus gegeniiber
Determinismus beziiglich des Ressourcenbedarfs auswirkt. die Frage, welcher Aufwand beim
Wechsel vom Nichtdeterminismus in ein deterministisches Modell entsteht und wie sich dieser
im Ressourcenbedarf niederschligt. Beispielsweise haben wir fiir gezeigt, dass DFAs und NFAs
dquivalente Automatenmodelle sind, aber z.B. der benétigte Platz fiir einen DFA exponentiell
grofer sein kann als fiir einen NFA, der dieselbe Sprache erkennt. In diesem Abschnitt betrachten
wir eine (sehr wichtige und bisher ungeloste) Frage, die dhnlich dazu ist. Das ist die wichtige
Frage, ob # = NP oder P # NP gilt. Was sich dahinter genau verbirgt, wird in diesem Teil zur
Komplexititstheorie das zentrale Thema sein.

8.1. Deterministische Zeitkomplexitit

Wir interessieren uns nur fiir Sprachen, die entscheidbar sind. Daher kdnnen wir fiir Turingma-
schinen annehmen, dass diese fiir jede Eingabe anhalten: Damit meinen wir, dass wir fiir deter-
ministische Turingmaschinen auch ,,Verwerfe*-Zustinde erlauben, die zwar nicht akzeptierend
ist, aber auch (genau wie Konfigurationen mit akzeptierenden Zustinden) keine Nachfolgekon-
figuration besitzen. Wir verzichten darauf, die DTMs mit dieser Anpassung erneut formal zu
definieren, sondern verwenden sie einfach.

Ein weiterer Punkt, der im Rahmen der Komplexititsbetrachtungen zum Tragen kommt, ist die
Frage, ob wir als Modell fiir unsere Untersuchungen Einband- oder Mehrbandturingmaschinen
verwenden mochten. Damit wir ,,ndher an normalen modernen Computern sind, ist es sinnvoller
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die Mehrbandturingmaschinen zu verwenden, da diese im Vergleich zu Einband-Maschinen
direkten Zugriff auf mehrere Speicherplitze ermdglichen und nicht Rechenzeit ,,vergeuden
miissen, um auf dem Band hin- und herzulaufen, um Speicherabschnitte sequentiell zu suchen
und zu modifizieren. Tatsdchlich ist der Unterschied quadratisch: Wenn die Mehrbandmaschine n
Schritte ausfiihrt, so kann dies die Simulation der Mehrbandmaschine auf der Einbandmaschine
in O(n?) Schritten durchfiihren

Dieser Unterschied wird tatsdchlich in der Klasse £ (und auch N'P) keinen echten Unterschied
machen, da diese gegen einen solchen quadratischen Faktor abgeschlossen ist, d.h. fiir diese
Betrachtungen konnten wir sowohl mit Einband- als auch mit Mehrbandmaschinen arbeiten.

Da die Handhabung mit mehreren Bindern i.a. einfacher ist, wihlen wir als Modell die Mehr-
bandmaschinen. Mit dieser Anpassung der Definition, definieren wir die Laufzeit einer stets
anhaltenden deterministischen Mehrband-TM.

Definition 8.1.1. Sei M eine stets anhaltende DTM mit Startzustand z. Fiir Eingabe w definieren
wir

timep (W) :=1, wenn zow l—ﬁ\/[ uzw und z ist Endzustand oder Verwerfe-Zustand.

Aufbauend auf diesem Begriff der Rechenzeit, definieren wir nun die Klasse von Sprachen
TIME(f (n)):

Definition 8.1.2. Fiir eine Funktion f : Ng — Ng sei die Klasse TIME(f(n)) genau die
Menge der Sprachen, fiir die es eine deterministische, stets anhaltende, Mehrband-TM M gibt,
mit L(M) = L und timep(w) < f(|w|) fiir alle w € ¥

Eine Sprache ist daher in TIME( f(n)), wenn sie von einer DTM fiir jede Eingabe der Lénge n
in nicht mehr als f(n) Schritten entschieden wird.

Die Klassen TIME(f(n)) sind sehr fein, da sie eine beliebig genaue Funktion f erlauben.
Die Klasse ¥ liefert nun einen wesentlich groberen Begriff, indem sie nur fordert, dass f ein
beliebiges Polynom ist. Wir definieren zunichst, was ein Polynom ist:

Definition 8.1.3. Ein Polynom ist eine Funktion p : Ng — Ng der Form:

k
p(n) =Za, n' —akn +ay_ 1nk Lyoiivay-n+a
i=0

mit a; € Ng und k € Ng. (Man spricht auch von einem Polynom des Grades k.)

Definition 8.1.4 (Komplexititsklasse P). Die Klasse P ist definiert als

P = U TIME(p(n))

p Polynom
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Eine Sprache L ist daher in der Klasse P enthalten, wenn es eine stets anhaltende DTM M und
ein Polynom p gibt, sodass L = L(M) und fiir alle w € £* : timep (w) < p(|w]).

Zum Nachweis dass ein Algorithmus polynomielle Komplexitét hat, geniigt es zu zeige, dass
seine Komplexitit O (n*) fiir eine Konstante k ist. Z.B. ist ein Algorithmus mit der Komplexitit
n log n auch als polynomiell anzusehen, dan logn € O(n?). Da Funktionen wie n'°8™, 2" n! nicht
durch ein Polynom von oben beschrinkt werden, sind Algorithmen mit diesen Komplexititen
nicht polynomiell.

Beachte, dass man iiblicherweise die Probleme die der Klasse # enthalten sind, als effizient
losbar ansieht. D.h. es gibt Algorithmen, die diese in polynomiell Zeit 16sen. Algorithmen mit
hoheren Komplexititen werden im allgemeinen nicht als effizient angesehen.

8.2. Nichtdeterminismus

Wir mochten nun analog zur Klasse #, eine Komplexititsklasse definieren, die alle Sprachen
erfasst die in Polynomialzeit entschieden werden — allerdings von nichtdeterministischen Turing-
maschinen.

Um eine moglichst einheitliche Definition zu haben, betrachten wir auch fiir den Nichtdetermini-
stischen Fall nur Turingmaschinen, die stets anhalten — d.h. nur solche NTMs deren Berechnungen
auf allen Pfaden anhilt. Da fiir NTMs anhaltenden Nicht-Endzustéinde sowieso definiert werden
konnen (durch Zustidnde z, fiir die gilt §(z,a) = @ und z ¢ E), benétigt diese keine Anpassung
an der Definition der NTMs. Beachte, dass ein solches Anhalten in einem nicht Endzustand
keine Aussage impliziert, ob ein Wort zur erkannten Sprachen gehort oder nicht. Damit ein Wort
sicher nicht zur Sprache gehort, miissen (fiir eine immer anhaltende NTM) alle Pfade in einem
Nicht-Akzeptanzzustand enden.

Definition 8.2.1. Sei M eine Mehrband-NTM, die fiir jede Eingabe anhdilt. Dann definieren wir
die Laufzeif'|von M als

ntimep (w) = max{i | zow "5\4 uzw und uzw ¥ ...}

Schlieflich definieren wir basierend auf diesem Laufzeitmall die Komplexititsklasse
NTIME(f(n)) und die Klasse NP:

Definition 8.2.2. Fiir eine Funktion f : Ng — INg bezeichne NTIME(f(n)) die Klasse aller
Sprachen L, fiir die es eine nichtdeterministische Mehrband-TM M gibt mit L(M) = L und fiir
alle w € ¥* gilt ntimep (w) < f(|w]).

Die Klasse NP ist definiert als

NP = | ) NTIME(p(n))

p Polynom

IEs gibt hierbei verschiedene Maglichkeiten dieser Definition, welche verschiedene Turingmaschinen erlauben oder
verbieten. Diese Varianten fithren jedoch zum selben Begriff der Klasse NP
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8.3. Das P-vs-NP-Problem
Lemma 8.3.1. Es gilt TIME(f(n)) C NTIME(f(n)) und damit auch P C NP.

Beweis. Jede DTM kann leicht als NTM aufgefasst werden, wobei es nur einen moglichen
Berechnungspfad gibt. Dieser bestimmt ntimeys(w) und es gilt fiir diese Turingmaschine
timeps (w) = ntimeps (w). Damit folgt, dass aus L € TIMFE(f(n)) auch L € NTIME(f(n))
folgt. SchlieBlich zeigt dies auch ¥ € NP. O

Die bis heute ungeloste Frage ist, ob die Inklusion £ € NP echt ist, d.h. P ¢ NP gilt, oder
P = NP. Es gibt viele gute Griinde, warum die Mehrheit der Forscher, vermuten dass ¥ ¢ NP
gilt, aber ein Beweis ist bis heute niemanden gelungen.

Das £-vs-NP-Problem ist eines der sieben sogenannten Millennium-Probleme, die vom Clay
Mathematics Institute im Jahr 2000 als Liste ungeldster Probleme der Mathematik herausgegeben
wurde und fiir dessen Losung ein Preisgeld von einer Million US Dollar ausgelobt wurde. Wiirde
das Problem positiv beantwortet mit £ = NP so wiisste man, dass Probleme fiir die bisher nur
Algorithmen bekannt sind, die in (deterministischer) Exponentialzeit laufen, effizient I6sbar sind.
Da es fiir viele Probleme (z.B. das sogenannte Travelling-Salesman-Problem) leicht ist zu zeigen,
dass sie NP-liegen, aber noch niemand einen Algorithmus gefunden hat, der die Probleme in
deterministischer Polynomialzeit 10st, ist liegt die Vermutung nahe, dass diese Probleme in
NP \ P liegen und daher P # NP gilt.

Die Arbeiten von Steven Cook und Richard Karp (Coo71}; | Kar72)) entwickelten mit dem Begriff
der NP-Vollstindigkeit (die genaue Definition werden in Abschnitt [8.4] sehen) eine Struktur
der Klassen NP und #: Fiir viele der genannten Probleme, die in NP liegen, aber fiir die
kein Polynomialzeit-Algorithmus gefunden wurde, lisst sich zeigen, dass sie eng untereinander
verkniipft sind: Wenn es einen Polynomialzeitalgorithmus gibt der eines dieser Probleme 10st,
dann sind alle diese Probleme in Polynomialzeit 16sbar (falls ¥ = NP) oder keines (falls
P £ NP).

Um den Ubergang von der Berechenbarkeitstheorie zur Komplexititstheorie und unseren Be-
trachtungen der Komplexititsklassen NP und P zu verdeutlichen, kann das in Abb.[8.1|gezeigte
Mengendiagramm helfen. Im gezeigten Diagramm sind alle Teilmengenbeziehungen als echt
bekannt bis auf die unterste zwischen NP und P.

8.4. NP-Vollstindigkeit

8.4.1. Polynomialzeit-Reduktionen

In Abschnitt[7.3.2.2] wurden Reduktionen einer Sprache auf eine andere Sprache eingefiihrt, um
die Entscheidbarkeit (bzw. Unentscheidbarkeit) einer Sprache auf die Entscheidbarkeit (bzw.
Unentscheidbarkeit) der anderen Sprache zuriick zu fiihren. Eine solche Reduktion von L; € X}
auf Lo C X5 (geschrieben Ly < L) verlangte als Zeugen eine berechenbare und totale Funktion
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alle Sprachen

semi-entscheidbar (Typ 0)

entscheidbare Sprachen

NP

I

Abbildung 8.1.: Lage der Komplexitditsklassen P und NP

f.sodass w € Ly g.d.w. f(w) € Ly fiir alle Worte w € X]. Eine Polynomialzeit-Reduktion
(oder auch Karp-Reduktion, benannt nach Richard Karp)ist analog definiert mit dem Zusatz,
dass die Funktion f in deterministischer Polynomialzeit berechenbar sein muss (d.h. es gibt eine
Turingmaschine, die f berechnet und fiir die gilt timeys (w) € O(|w|¥) fiir ein festes k.

Definition 8.4.1 (Polynomialzeit-Reduktion (einer Sprache auf eine andere)). Sei L1 C Xj
und Ly C X5 Sprachen. Dann sagen wir Ly ist auf Lo polynomiell reduzierbar (geschrieben
L1 <, Ls), falls es eine totale und in deterministischer Polynomialzeit berechenbare Funktion
f 1 Z] — X3 gibt, sodass fiir alle w € X7 gilt: w € L1 < f(w) € La.

Wihrend Reduktionen L < Ly in Abschnitt[7.3.2.2]verwendet wurden, um aus der Zugehorigkeit
von Lo zur Klasse der entscheidbaren Sprachen, zu schlielen, dass auch L; entscheidbar ist,
werden Polynomialzeit-Reduktionen L; <, Lo verwendet, um aus der Zugehorigkeit von Lo zur
Klasse £ (bzw. NP) zu schlieBen, dass auch L; zur selben Klasse gehort:

Lemma 8.4.2. Fualls L1 <, Lo und Ly € P, dann gilt L1 € P. Ebenso gilt: Falls L1 <,, Ly und
Lo € NP, dann gilt L1 € NP.

Beweis. Sei L1 <, Lo und f die dies bezeugende (totale und in Polynomialzeit berechenbare)
Funktion. Dann gibt es eine deterministische Turingmaschine M, die f berechnet und dafiir
polynomielle Zeit bendtigt.

Seinun Ly € £. Dann gibt es eine deterministische Turingmaschine My mit L(Ms) = Lo M5 hilt
stets nach polynomielle Zeit an. Die Hintereinanderschaltung M ¢; M, stellt eine Turingmaschine
dar, fiir die gilt L(M ¢; M) = L1 und M ¢; Mo hiilt stets in polynomieller Zeit. Daher gilt L1 € .

Wenn Ly € NP, dann gibt es eine nichtdeterministische Turingmaschine M/, mit L(M}) = Lo,
die stets in polynomieller Zeit anhilt. Die Konstruktionen My; M/ fiihre erste M (deter-
ministisch) aus und anschlieBend M/ als nichtdeterministische Turingmaschine. Fiir sie gilt
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L(My; M) = Ly und My¢; M hidlt auf allen Berechnungspfaden nach polynomieller Zeit. Dies
zeigt Ly € NP.

In beiden Teilen des Beweises muss man sich noch verdeutlichen, dass die Berechnung des
Funktionswertes f(w) fiir ein Wort w € X7 ,.nur” ein polynomiell groes Wort sein kann. Es
gilt sogar: Wenn die Laufzeit von TM M ¢ durch p(|w|) begrenzt ist (fiir ein Polynom p), Dann
muss auch gelten | f(w)| < [w[+p(|w|), da My in p(|w])-vielen Schritten nicht mehr als p(|w])-
viele Symbole schreiben kann. Wenn die Laufzeit der TM Ms durch ein Polynom ¢ begrenzt
ist, ist die Laufzeit von My; My durch die Funktion r mit r(|w|) = p(|w]) + g(|w| + p(|w]))
begrenzt, was immer noch ein Polynom ist. Analoges gilt fiir die nichtdeterministische Laufzeit
von My; M. O

Lemma 8.4.3. Die Relation <, ist transitiv, d.h. wenn L1 <, Lo und Ly <, L3, dann gilt auch
L < p Ls

Beweis. Der Beweis ist analog zum vorherigen und benutzt im Wesentlichen die Eigenschaft,
dass die Komposition von zwei Polynomen immer noch ein Polynom ist. O

Wir definieren nun die NP-Vollstindigkeit fiir Probleme. Diese besteht aus zwei Teilen, einer-
seits, dass das Problem in der Komplexitatsklasse NP-liegt und andererseits, dass jedes andere
Problem aus NP auf das N'P-vollstindige Problem polynomiell reduzierbar ist. Damit kann
man die NP-vollstindigen Problem als die schwierigsten Probleme in NP ansehen.

Definition 8.4.4 (NP-Vollstiandigkeit). Eine Sprache L heifst NP-vollstandig, wenn gilt
1. L e NP und
2. List NP-schweif} Fiir alle L' € NP gilt L' <,, L

Die Zugehorigkeit zu NP fiir eine betrachtete Sprache L nachzuweisen ist im Allgemein nicht
so schwer (es sei denn, dass Problem ist tatsdchlich schwieriger). Fiir den Nachweis der NP-
Schwere konnen wir dhnlich verfahren, wie bei der Unentscheidbarkeit: Dort haben wir die
Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems direkt bewiesen, aber die Unentscheidbarkeit
weiterer Probleme durch Reduktion des speziellen Halteproblems auf das weitere Problem nach-
gewiesen. Fiir die NP-Schwere ist es dhnlich: Wenn wir eine N'P-vollstandige Sprache L haben,
dann ist der Nachweis der NP-Schwere fiir weitere Sprachen L; im Allgemeinen einfacher, da
wir die Transitivitit von <, ausnutzen konnen und zeigen Lo <, L1. Da Ly als NP-vollstindig
bekannt ist, gilt fiir alle L” € NP: L’ <, Lo und aufgrund der Transitivitit von <, damit auch
L' <, Ly firalle L’ e NP.

Bevor wir dieses eine Problem als N#-vollstindig sehen (als Satz von Cook im néchsten
Abschnitt), zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 8.4.5. Sei L ein NP-vollstindiges Problem. Dann gilt L € P < P = NP.
2

manchmal auch NP-hart genannt
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[ NP-vollst. ]

NP

L » |

\. J

Abbildung 8.2.: Vermutete Lage der Probleme in P, NP und der NP-vollstindigen Probleme

Beweis. Sei L € P und L NP-vollstindig. Aus der NP-Schwere von L folgt: jedes andere
Problem L" € NP liegt ebenfalls in P: Mit L’ <,, L und Lemma Lemma folgt L’ € P. Da
dies fiir alle L’ € NP gilt, folgt P = NP. O

Dieser Satz zeigt, dass es ausreicht, fiir ein NP-vollstindiges Problem nachzuweisen, dass es in
% bzw. nicht in P liegt, um die P-vs-NP-Frage ein fiir allemal beantworten.

In Abb. [8.2]ist eine Skizze zur vermuteten Lage (wenn P # NP gilt) der Klassen NP, P und
der NP-vollstindigen Probleme gezeigt. Z.B. ist bekannt (Lad75)), dass es unter der Annahme
P + NP, Probleme in NP gibt, die nicht in # liegen aber auch nicht NP-vollstandig sind. Ein
moglicher Kandidat ist das Graph-Isomorphismus-Problem (siehe z.B. (Sch88)), fiir welches zum
heutigen Zeitpunkt weder ein polynomieller Algorithmus noch dessen N'P-vollstidndig bekannt
ist.

8.4.2. Satz von Cook

In diesem Abschnitt erldutern wir das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (kurz SAT),
welches NP-vollstindig ist. Den Beweis der N'P-Schwere lassen wir aus (er kann im Anhang
nachgelesen werden).

Wir definieren zunéchst das SAT-Problem in Form eines gegeben/gefragt Problems:

Definition 8.4.6 (SAT-Problem). Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (kurz SAT) ist:

gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F
gefragt:  Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen mit den Wahr-
heitswerten 0 und 1, sodass I den Wert 1 erhdlt.

Beachte, dass wir die zugehorige formale Sprache definieren konnen, indem wir genau die
Sprache beschreiben, die alle erfiillenden Formeln enthélt. Dabei miissen die Formeln geeignet
tiber einem Alphabet ¥ dargestellt werden. Bezeichne code(F) € £* diese Reprisentation von
F. Dann ist
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SAT = {code(F) € £* | F ist eine erfiillbare Formel der Aussagenlogik}

Diese Uberfiihrung der gegeben/gefragt-Notation in eine formale Sprache ist immer die gleiche:
Die Sprache enthélt genau die Instanzen, die mit ,,ja* zu beantworten sind.

Lemma 8.4.7. SAT € NP

Beweis. Sei code(F) die Eingabe einer nichtdeterministischen Turingmaschine M. Die Maschine
berechnet zunéchst (mit einem Durchlauf durch die Eingabe), welche Variablen in der Formel
F vorkommen. Sei dies die Menge {x1,...,x,}. AnschlieBend verwendet die Maschine den
Nichtdeterminismus, um eine Belegung 7 : {x1,...,x,} — {0, 1} der Variablen zu ,raten®.
AnschlieBend berechnet sie den Wert von I(F'), d.h. sie setzt zunéchst 7 (x;) fiir jedes Vorkommen
einer Variablen ein und rechnet anschlieBend den Wert von I(F) aus. Wenn I(F) = 1, dann
wechselt sie in einen Akzeptanzzustand, und anderenfalls verwirft sie.

Beachte, dass im Rate-Schritt der TM 2" verschiedene mogliche Belegungen / existieren, die zu
2" verschiedenen nichtdeterministischen Berechnungen der TM fiihren.

Da jede Belegung tiberpriift wird, gilt:
M akzeptiert eine Formel F g.d.w. F' € SAT.

Jeder Berechnungspfad der Turingmaschine lduft in Polynomialzeit in der Grofe der Eingabe
(d.h. in |code(F)|), da die Anzahl der Variablen durch die Eingabegrofle beschrinkt ist, das
Einsetzen der Belegung und das Bewerten der variablenfreien Formel jeweils in Polynomialzeit
durchfiihrbar sind. O

Der Nachweis, dass ein Problem in NP liegt, kann meistens so gefiihrt werden, wie wir dies
eben getan haben: Man rit alle moglichen Losungen mithilfe des Nichtdeterminismus und muss
anschlieBend nur noch zeigen, dass man in polynomieller Zeit priifen kann, ob die mogliche
Losung eine echte Losung ist. D.h. man zeigt, dass Losungen in Polynomialzeit verifizierbar
sind.

Satz 8.4.8 (Satz von Cook). Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist NP-vollstindig.

Beweis. Dies gilt, da SAT € NP (gezeigt in Lemma[8.4.7) und SAT N'P-schwer ist. Der Beweis
der NP-Schwere kann z.B. in Anhang [A.T1]| nachgelesen werden. Die wesentliche Idee dabei
ist es fiir jede NTM M, die nach polynomiell vielen Schritten anhilt, und deren Eingabe w eine
(polynomiell grofie) aussagenlogische Formel F zu konstruieren, so dass w € L(M) genau dann,
wenn F erfiillbar ist. Die Formel ,,simuliert* dabei den Ablauf der NTM M auf w. Dann kann eine
NTM, die SAT in nichtdeterministischer Polynomialzeit entscheidet mit polynomiellen zusétzli-
chem Aufwand auch L(M) entscheiden (Was immer noch nichtdeterministische Polynomialzeit
ist.) |
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8.4.3. NP-vollstindige Probleme und die Praxis

Viele wichtige Probleme (z.B. finden optimaler Routen auf Landkarten) sind NP-vollstindig,
aber von hoher praktischer Relevanz. Die NP-Vollstindigkeit eines Problems sagt uns im we-
sentlichen, dass wir kein Programm schreiben konnen, welches das Problem in annehmarbarer
Zeit exakt 10st. Wir gehen wir damit um: Es gibt hierfiir drei wesentliche Moglichkeiten:

* Ein Algorithmus mit exponentieller Laufzeit kann genutzt werden, wenn die Instanzgro-
Ben so klein sind, dass der bendtigte Zeitaufwand akzeptabel ist. Hier kann man durch
Verbessern eines reinen Brute-Forces-Ansatzes (d.h. alle Moglichkeiten aufzéhlen und
ausprobieren) noch leicht groBBere Instanzen 16sen. Die Idee dabei ist es, die Eingabe zu
Vereinfachen, Teillosungen vorzuberechnen, Symmetrien auszunutzen etc. Ziel ist es, die
Basis des exponentiellen Algorithmus zu verkleinern. Kurz gesprochen mochte man die
Laufzeit von ¢-2" auf ¢ - (1, x)" fiir moglichst kleines x zu reduzieren. Nimmt man z.B. an,
eine Operation kann in 10~ Sekunden ausgefiihrt werden, so bendtigen 242 Operationen
ungefihr 1,2 Stunden, (1,5)"? und (1, 2)'%° ungefihr 1,3 Stunden und (1, 1)3°® ungefihr
1,2 Stunden. Dies verdeutlicht, welche Verbesserungen durch solche Mainahmen moglich
sind.

Eine andere Variante besteht darin, das gegebene Probleme in bekannte Probleme zu
kodieren, fiir die es Loser gibt, die sich in der Praxis gut verhalten. Das SAT-Problem
ist ein solches bekanntes Problem, fiir welches es verschieden SAT-Solver gibt, die auch
riesige Instanzen 16sen konnen. Hier ist unter Umstéinden ein bisschen Experimentieren
notwendig, ob die gewihlte Kodierung sich in der Praxis zusammen mit dem Loser gut
verhilt.

* Es kann sein das wichtige Spezialfille des Problems doch in polynomieller Zeit 16sbar ist.
Wenn nur solche Probleme in der Praxis auftreten, konnen diese effizienten Algorithmen
verwendet werden. Ein solcher Spezialfall ist oft gegeben, wenn bestimmte Parameter der
Eingabe fest und nicht variabel sind, dann werden die exponentiellen Algorithmen wieder
polynomiell (z.B. wenn man bei SAT ein feste Anzahl an Variablen annimmt).

* Statt einer exakten Losung, wird ein Algorithmus verwendet, der nur eine Niherung, d.h.
eine fast optimale Losung, in polynomieller Zeit findet. Einige Methoden hierfiir sind
lokale Suche, randomisierte Suche, heuristische Suche, evolutionire Algorithmen und die
Approximationsalgorithmen.

8.5. Eine Auswahl NP-vollstindiger Probleme

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Probleme und zeigen deren NP-Vollstindigkeit,
indem wir Reduktionen bekannter NP-vollstindiger Probleme auf die neuen Probleme angeben
(der NP-Schwere-Beweis ist dadurch erbracht) und stets kurz argumentieren, dass das gegebene
Problem in NP liegt. Fiir den zweiten Schritt ist das Vorgehen in allen Fillen, eine mogliche
Losung nichtdeterministisch zu raten und anschlieBend in polynomieller Zeit zu verifizieren.
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Sinn und Zweck dieses Kapitels ist es, den Umgang mit polynomiellen Reduktionen und der N'P-
Vollstdndigkeit zu iiben, aber auch einen Katalog an NP -vollstindigen Problemen zu kennen,
damit man diese verwenden kann, um sie auf neue Probleme zu reduzieren.

Die NP-Vollstindigkeitsbeweise werden hier angegeben, in der Vorlesung werden wir sie jedoch
aus Zeitgriinden liberspringen und nur die Probleme vorstellen.

Das folgende Diagramm zeigt unser Vorgehen: Es zeigt die in diesem Abschnitt betrachteten
Probleme und die Polynomialzeitreduktionen die wir priasentieren werden:

SAT
I
3-CNF-SAT
| \\
CLIQUE =~ SETCOVER SUBSETSUM Cgﬁgg; G
| DIRECTED-
INDEPENDENT SET HAMILTON-
| CYCLE
VERTEX-COVER KNAPSACK  PARTITION |
UNDIRECTED-
HAMILTON-
CYCLE
BINPACKING

TRAVELLING-SALESPERSON

Fiir die in diesem Abschnitt betrachteten Graphenprobleme nehmen wir stets an, dass der Graph
schlingenfrei ist (d.h. fiir jede Kante {u, v} eines Graphen gilt stets: u # v).

8.5.1. Das 3-CNF-SAT-Problem

Definition 8.5.1 (3-CNF-SAT). Das 3-CNF-SAT-Problem ldisst sich in der gegeben/gefragt-
Notation formulieren als:

gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F in konjunktiver Normalform, sodass jede Klausel
hochstens 3 Literale enthdilt.

gefragt:  Ist F erfiillbar? Genauer: Gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen mit den
Wahrheitswerten O und 1, sodass F den Wert 1 erhdlt?

Zur Erinnerung: Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie von
der Form A, (\/?;1 L; ;) ist, wobei ein Literal L; ; eine aussagenlogische Variable oder deren
Negation ist. Die Subformeln (\/ ’;‘:1 L;, ;) bezeichnet man dabei als Klausel. Oft schreibt man eine
konjunktive Normalform als Menge von Mengen: {{L11,..., L1 }s- > {Lm1s-- s Lm.n, }}-
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Wir nehmen stets an, dass eine CNF keine Klauseln enthilt, die x und —x enthilt: Da diese
Klauseln immer wahr sind, konnen sie stets geloscht werden.

Beachte, dass eine erfiillende Belegung einer CNF, mindestens ein Literal pro Klausel wahr
machen muss.

Jede aussagenlogische Formel kann in eine dquivalente konjunktive Normalform gebracht werden
(der Algorithmus dazu ist in Kurzform: Implikation und Biimplikation auflosen, Negationen nach
innen schieben und anschlieBend Ausmultiplizieren (Distributivitit, Kommutativitit, Assoziati-
vitdt anwenden), um konjunktive Normalform herzustellen). Allerdings hat dieser Algorithmus
im worst case exponentielle Laufzeit (und erzeugt im worst case exponentiell gro3e konjunktive
Normalformen). Daher kann dieser Algorithmus nicht verwendet werden, um eine Polynomial-
zeitreduktion von SAT auf 3-CNF-SAT anzugeben.

Satz 8.5.2. 3-CNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* 3-CNF-SAT € N'P: Eine NTM liest zuerst die Eingabe und die Menge der vorkommenden
Variablen. Dann rit sie nicht-deterministisch eine Belegung der Variablen und schliellich
verifiziert sie, ob die geratene Belegung die Formel erfiillt. Die NTM akzeptiert, wenn die
Belegung eine erfiillende Belegung ist. Das Verifizieren kann in Polynomialzeit durchge-
fiihrt werden, da die Belegung angewendet werden muss und anschlieBend die Operatoren
ausgewertet werden.

* 3-CNF-SAT ist NP-schwer: Wir zeigen SAT <, 3-CNF-SAT. Dafiir miissen wir eine
polynomiell berechenbare, totale Funktion f angeben, die jede aussagenlogische Formel
F in eine 3-CNF iiberfiihrt, sodass F erfiillbar g.d.w. f(F) erfiillbar. Die Transformation
muss daher nicht die Aquivalenz, sondern nur die Erfiillbarkeitsiquivalenz erhalten.

— 1. Schritt: Schiebe alle Negationen nach innen vor die Variablen. Dafiir werden die
Regeln =—F — F, ~(F AG) —» =-FV =G, ~(FV G) - =F A-G, -(F
G) > (=F) & Gund ~-(F = G) — F A -G angewendet.

— 2. Schritt: Betrachte den Syntaxbaum, der die Formel repréasentiert, wobei wie Blitter
mit Literalen identifizieren (d.h. Negationen tauchen nur in den Blattmarkierungen
auf, aber sonst nirgends). Fiir jeden Nichtblatt-Knoten fiihre eine neue aussagenlogi-
sche Variable ein.

— 3. Schritt: Durchlaufe den Baum von oben nach unten und erzeuge fiir jede Gabelung
X
®
Ly Lo

wobei ® € { = ,A,V, = } und L1, Lo entweder die aussagenlogische-Variable
(fiir Nichtblatt-Knoten) oder das Literal am Blatt, die Formel (X < (L ® L2))
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Konjugiere alle diese Formeln und zusitzlich die Formel W, wobei W die Variable
fiir die Wurzel der Formel ist. Damit erhdlt man eine Formel von der Form W A
Nijx(Xi & (X; ® Xi)), wobei X, Literale sind.

— 4.Schritt: SchlieBlich berechne fiir jede Subformel (X; = (X; ® Xi)) die
CNF mit dem iiblichen Algorithmus. Die GroBle dieser CNFs ist jeweils konstant
und die Berechnung pro CNF ist auch konstant. Auerdem kann jede Klausel nur
drei Literale enthalten, da nur drei Variablen vorkommen und — falls eine Variable
mehrfach vorkommt, kann entweder die Kopie eliminiert werden, oder die gesamte
Klausel geloscht werden. SchlieBlich liefert die Konjunktion all dieser Klauseln eine
3-CNF.

Die GroBe der 3-CNF ist polynomiell in der urspriinglichen Formel und die 3-CNF kann
in Polynomialzeit berechnet werden. Sei f die Funktion, die aus der aussagenlogischen
Formel F diese 3-CNF berechnet. Dann gilt F erfiillbar g.d.w. f(F) erfiillbar: Wenn es
eine Belegung 7 gibt, sodass I(F) = 1 gilt, dann kann / erweitert werden zu I’, sodass
I'(f(F)) = 1: Setze I'(X) = I(X) fiir alle Variablen, die in F vorkommen und setze
I'(W) =1 fiir die Variable W an der Wurzel. Fiir alle anderen neuen Variablen X, setze
I'(X) so, dass I'(X) = I’(L1 ® Lo) gilt. Umgekehrt, wenn Belegung J die Formel f(F)
wahr macht (d.h. J(f(F)) = 1), dann gilt auch, dass die Restriktion von J auf die Variablen
von F, die Formel F' wahr macht.

Damit haben wir gezeigt SAT <, 3-CNF-SAT. Da SAT N'¥-schwer, ist somit auch 3-
CNF-SAT NP-schwer. |

8.5.2. Das CLIQUE-Problem

Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, E) mit Knotenmengen V und Kantenmenge E ist eine
Clique der GroBe k eine Menge V' C V, sodass |V’| = k und fiir alle u,v € V' mit u # v gilt:
{u,v} € E.

Beispiel 8.5.3. Der Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V = {1, ...,9} und Kantenmenge E =
{{19 2}, {17 3}, {1, 4}a {2a 3}’ {2’ 4}’ {27 6}9 {3’ 4}’ {3’ 5}’ {3’ 5}’ {4’ 7}’ {6’ 7}’ {6’ 8}’ {8’ 9}} ge-

zeichnet als

hat eine Clique der Grifle 4, namlich {1,2, 3,4} und z.B. sind die Mengen {1, 2,3}, {1, 2,4},
{1, 3,4}, {2, 3,4}, {3,4, 5} Cliquen der Grofie 3.
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Definition 8.5.4 (CLIQUE-Problem). Das CLIQUE-Problem lisst sich in der gegeben/gefragt-
Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € Ny.
gefragt:  Besitzt G eine Clique der Grofie mindestens k?

Satz 8.5.5. CLIQUE ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* CLIQUE € N%: Es gibt eine NTM, die zundchst alle Knoten und die Zahl k aus der
Beschreibung extrahiert und anschlieBend nichtdeterministisch eine Menge von k Knoten
rdt und fiir jede der nichtdeterministischen Mdglichkeiten verifiziert, ob die Menge eine
CLIQUE ist. Die Verifikation kann in quadratischer Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher
ist die Laufzeit der NTM polynomiell beschrénkt.

* CLIQUE ist NP-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <,, CLIQUE. Daher miissen wir eine in
Polynomialzeit berechenbare, totale Funktion f angeben, die jeder 3-CNF F einen Graph
f(F) zuordnet, sodass gilt: F ist erfiillbar g.d.w. f(F) eine Clique der Grofe mindestens
k hat (wobei wir k selbst festlegen diirfen).

Sei F = KiA...AK,, eine 3-CNF, wobei K; = (L; 1 VL;2VL;3)firi =1,...,m. Hierbei
nehmen wir also an, dass jede Klausel aus genau 3 Literalen besteht (ist dies nicht der Fall,
so vervielfachen wir das erste Literal). Fiir jedes L, ; erzeugen wir einen Knoten (i, j) im
Graphen, d.h. V = UL, {(i, 1), (i, 2), (i, 3)}. Fiir die Kantenmenge ziehen wir keine Kante
innerhalb der drei Knoten, die aus einer Klausel stammen, sondern nur Kanten zwischen
»verschiedenen Klauseln, d.h. E C {{(i,j), (", j)}|i# i Ai,i’ e{l,...,m}A],J €
{1, 2,3}}. Dabei wird die maximale Menge an Kanten genommen, sodass sich niemals
zwei verbundene Literale L; j und L;s ;- widersprechen (d.h. L; ; # rj/, wobei L das
negierte Literal zu L ist: X = —x und =x = x).

Das ergibt E = {{(i, /), (", j)} | i # i ANi,i" e {1,....m} AN j,j € {1,2,3},L;; #
m} Die Abbildung f(F) = ((V, E), m) ist in Polynomialzeit berechenbar und total.
Es verbleibt zu zeigen, dass F erfiillbar ist g.d.w. (V, E) eine Clique der Grofle min-
destens m hat. Wenn F erfiillbar ist, dann gibt es eine Belegung / der Variablen, die
in jeder Klausel mindestens ein Literal wahr macht. D.h. es gibt Ly j,,..., Ly, j,, mit
I(L1;,) =1,...,1(Ly,j,,) = 1. Daher konnen sich diese Literale nicht widersprechen
und sie sind im Graphen paarweise miteinander verbunden, d.h. sie formen eine Clique der
GroBe m. Umgekehrt, wenn (V, E) eine Clique der GroBe mindestens m hat, dann muss
es eine Knotenmenge V' = {(i1, j1),... (im, jm)} geben, die eine Clique der GroBe m
formen. Da Knoten (7, x) und (i, y) nie miteinander verbunden sind, miissen alle i1, . .., i,
paarweise verschieden sein, also {i1,...,in} = {1,...,m} gelten. Damit folgt: Die Lite-
i1, j1» - - - Lim, Jm wWidersprechen sich paarweise nicht und wir konnen eine Belegung
I konstruieren mit /(x) = 1 wenn L;, j, =xund I(x) =0wenn L;  j, = —xund I(y) =1

rale L
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fiir alle anderen Variablen, die nicht dadurch bestimmt werden. Da [ je ein Literal in jeder
Klausel wahr macht, gilt I(F) = 1. O

Beispiel 8.5.6. Sei F = (x1 V xo V =ix3) A (—|X1 V xo V X3) A(x1V—xgV —|)C3)

Dannist f(F) = (V,E,3)mitV ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
und E = { {(1,1),(2,2)}, {(1,1),(2,3)}, {(1,1), 3, D}, {(1,1),(3,2)}, {(1,1),(3,3)},
{(1,2),(2,D}, {(1,2),(2,2)}, {(1,2),(2,3)}, {(1,2), (3, D}, {(1,2),(3,3)}, {(1,3), (2, D},
{(1,3),(2,2)}, {(1,3),(2,3)}, {(1,3), (3, D}, {(1,3),(3,2)}, {(2,1), (3,2)}, {(2,1), (3,3)},
{(2,2), (3,1}, {(2,2),(3,3)}, {(2,3), (3, 1)}, {(2,3), (3,2)}} und kann wie in Abb.[8.3|darge-
stellt gezeichnet werden. Z.B. ist {(1,1), (2,2), (3, 3)} eine Clique der Grofie 3. Die zugehorige

Abbildung 8.3.: Graph zu Beispiel Beispiel[8.5.6]

Belegung ist I(x1) = 1,1(x3) = 1,I(x3) = 0.

8.5.3. Das INDEPENDENT-SET-Problem

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist V' C V eine unabhiingige Knotenmenge, wenn
keine zwei Knoten aus V’ iiber eine Kante verbunden sind, d.h. u,v € V' = {u,v} ¢ E.

Beispiel 8.5.7. Der Graph
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hat mehrere unabhdngige Knotenmengen der Grofie 4, z.B.{2, 5, 7,8}, aber keine unabhdingige
Knotenmenge der Grofle 5.

Fiir einen Graphen G = (V, E) ist der Komplementgraph zu G, der Graph G = (V,E) mit
E={{uv}|uveV,u+v{uv}¢E}.

Lemma 8.5.8. Fiir jeden ungerichteten Graph G gilt: G hat eine unabhdngige Knotenmenge der
Grofle k genau dann, wenn G eine Clique der Grofle k hat.

Beweis. Sei G = (V, E). Dann gilt:

V’ ist unabhingige Knotenmenge der GroBe &
gdw. V' CVmitu,veV = {u,vi¢Eund|V'|=k
gdw. u,veV = {u,v}eE
g.d.w. V’isteine Clique der GroBe k in G

Beispiel 8.5.9. Der Graph
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Der Komplementgraph hat {1, 2, 3, 4} als unabhdngige Knotenmenge.

Definition 8.5.10 (INDEPENDENT-SET-Problem). Das INDEPENDENT-SET-Problem ldsst
sich in der gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € Ny.
gefragt:  Besitzt G eine unabhdingige Knotenmenge der Grofie mindestens k?

Satz 8.5.11. INDEPENDENT-SET ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* INDEPENDENT-SET € NP: Es gibt eine NTM, die zunichst alle Knoten und die Zahl &
aus der Beschreibung extrahiert und anschliefend nichtdeterministisch eine Menge von &
Knoten rit und fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten verifiziert, ob fiir jedes
Paar {u, v} aus der geratenen Menge gilt {u, v} ¢ E. Die Verifikation kann in polynomieller
Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist die Laufzeit der NTM polynomiell beschrinkt.

e INDEPENDENT-SET ist N¥-schwer. Wir zeigen CLIQUE <, INDEPENDENT-SET.
Sei f((V,E,m)) = (V,E,m) wobei E = {{u,v} | u,v € V,{u,v} ¢ E}. Dann gilt (V, E)
hat eine Clique der GroBe m genau dann, wenn (V, E) eine unabhingige Knotenmenge der
Grofe m hat. Da die Funktion f in Polynomialzeit berechnet werden kann, gilt CLIQUE
<p INDEPENDENT-SET und da CLIQUE N'#-schwer, folgt auch INDEPENDENT-SET
ist NP-schwer. O

8.5.4. Das VERTEX-COVER-Problem

Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, E) ist eine tiberdeckende Knotenmenge eine Teilmenge
V’ C V aller Knoten, sodass jede Kante mindestens einen ihrer beiden Knoten in der Menge hat,
d.h. es gilt fiir alle Knoten u,v € V: {u,v} € E = uecV' vveV.

Lemma 8.5.12. G = (V, E) hat eine unabhdngige Knotenmenge der Grofie k, g.d.w. G hat eine
liberdeckende Knotenmenge der Grifie |V| — k.

Beweis.
Es gilt:
V’ C V ist unabhingige Knotenmenge
gdw. u,veV = {u,v}¢E
gdw. {u,v}eE = u¢VvveV
gdw. {u,v}eE = (ueV\V)v(yeV\V)
g.d.w. V\ V’istiiberdeckende Knotenmenge

Beispiel 8.5.13. Der Graph
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hat mehrere unabhdingige Knotenmengen der Grofse 4, 7.B.{2,5,7,8}. Nach dem vorherigen
Lemma gilt V \ {2,5,7,8} = {1, 3,4,6,9} ist eine iiberdeckende Knotenmenge, was sich auch
am Graphen verifizieren ldsst: Jede Kante enthdilt mindestens einen weifsen Knoten.

Definition 8.5.14 (VERTEX-COVER-Problem). Das VERTEX-COVER-Problem ldisst sich in
der gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € IN,.
gefragt:  Besitzt G eine iiberdeckende Knotenmenge der Grofse hochstens k ?

Satz 8.5.15. VERTEX-COVER ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

* VERTEX-COVER € N®: Es gibt eine NTM, die zunéchst alle Knoten und die Zahl & aus
der Beschreibung extrahiert und anschlieend nichtdeterministisch eine Menge V' C V
von k Knoten rit und fiir jede der nichtdeterministischen Mdéglichkeiten verifiziert, ob fiir
jede Kante mindestens einer ihrer beteiligten Knoten in der Menge ist. Die Verifikation
kann in polynomieller Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist die Laufzeit der NTM
polynomiell beschrinkt.

* VERTEX-COVER ist NP-schwer. Wir zeigen INDEPENDENT-SET <, VERTEX-
COVER. Sei f((V,E,m)) = (V,E,|V| —m). Dann gilt (wie eben gezeigt) (V, E) hat
eine unabhingige Knotenmenge der GroBe mindestens m g.d.w. (V, E) hat eine iiber-
deckende Knotenmenge der Groe hochstens |V| — m. Da f in Polynomialzeit berechnet
werden kann, gilt INDEPENDENT-SET <, VERTEX-COVER. O

8.5.5. Das SETCOVER-Problem

Definition 8.5.16 (SETCOVER-Problem). Das SETCOVER-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein System von Mengen Ty, ...,Ty mit Ty, ...,Tx C M, wobei M eine endliche
Grundmenge ist und eine Zahln < k.

gefragt:  Gibt es eine Auswahl von n Mengen T;,, ..., T;, (ij € {1,...,k})mitT;; U ... U
T, =M?
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Beispiel 8.5.17. Fiir Ty = {1,2,3,5},T> = {1,2},T5 = {3,4}, T4y = {3} (mit M = {1, 2, 3,4,5})
und n = 2 gibt es die Losung Ty, T3, daTy UT3 = M.

Satz 8.5.18. SETCOVER ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* SETCOVER € NP: Es gibt eine NTM, die zunéchst alle Mengen und die Zahl n aus der
Beschreibung extrahiert und anschlieend nichtdeterministisch » Mengen des Mengensy-
stems rét. Fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten wird anschlieBend (jeweils
deterministisch) verifiziert, ob die Vereinigung der geratenen Menge die Grundmenge M
ergibt. Die Verifikation kann in polynomieller Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist die
Laufzeit der NTM polynomiell beschrinkt.

e SETCOVER ist NP-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <, SETCOVER. Sei F' = K1 A... A
K, eine 3-CNF. Seien {x1, ..., x, } die aussagenlogischen Variablen, die in F' vorkommen.
Setze M ={1,....m,m+1,...,m+n}.Firi=1,...,nsei

T;.. =1{Jj |Literal x; kommt in Klausel K; vor} U {m +i}

T;» =1{Jj | Literal -x; kommt in Klausel K; vor} U {m +i}
Das Mengensystem sei 11 4, . . -, Tn,as T1,ps - - - Tnp € M.
Wenn F erfiillbar, dann hat SETCOVER eine Losung: Sei I eine Belegung mit /(F) = 1.
Wenn /(x;) = 1 ,dann wihle die Menge 7; , und wenn /(x;) = 0, dann wihle die Menge
T; ». Die so gewihlten Mengen bestehen aus n Mengen und jede Zahl aus M kommt in
ihnen vor: Da jede Klausel durch / wahr gemacht wird, kommt jede Zahl 1, . .., m vor, da
jede Variable mit O oder 1 belegt wurde, kommt jede Zahl m + 1,...,m + n vor.
Umgekehrt gilt: Wenn es n Mengen Uy, ..., U, €S T1 4,....Th.a.T1.0s- - -, Tn,p gibt, so-
dass U; U ...U U, = M, dann ist F erfiillbar: Damit die Zahlen m +i firi = 1,...,n
alle enthalten sind, muss 7; , oder T;; fiir jedes i = 1,...,n unter den U; sein. Daher
OB.dA.U; €{T; 4, T; p} fiiri = 1,...,n. Wenn wir nun /(x;) = 1 setzen, wenn U; = T; ,
und /(x;) = 0, wenn U; = T; p, dann erfiillt / die Formel F: Da die Zahlen 1, ...,m alle
enthalten sind in |J U;, wird in jeder Klausel mindestens ein Literal auf wahr gesetzt.
Sei f die Funktion die aus F, dass Mengensystem 71 4, ..., Tn.a, T1,bs - - -» In.p S M undn
als Zahl berechnet. Dann ist f in Polynomialzeit berechenbar und hat die Eigenschaft dass
F erfiillbar ist g.d.w. f(F) losbare SETCOVER-Instanz ist. Damit haben wir 3-CNF-SAT
<p SETCOVER gezeigt. O

8.5.6. Das SUBSETSUM-Problem

Definition 8.5.19 (SUBSETSUM-Problem). Das SUBSETSUM-Problem ldisst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Natiirliche Zahlen a1, . . .,ar € Ng und s € Ny
gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1,...,k}, sodass };c;a; =s?
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Satz 8.5.20. Das SUBSETSUM-Problem ist NP -vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benoétigten Teile:

* SUBSETSUM € N%: Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge I C {1,...,k} und
anschlieBend verifiziere, dass ;c; a; = s gilt.

* SUBSETSUM ist NP-schwer: Wir geben eine Polynomialzeitreduktion von 3-CNF-SAT
auf SUBSETSUM an. Sei F = K1 A ... A K, eine 3-CNF, wobei jede Klausel genau
drei Literale habe (dies kann durch Vervielfachen von Literalen stets hergestellt werden).
Seien x1,...,x, die aussagenlogischen Variablen, die in F vorkommen. Wir erzeugen
n + m-stellige Zahlen #;, f; firi =1,...,n:

— In ¢ ist die i-te Stelle 1, und fiir j = 1,...,m ist jede n + j-te Stelle 1, falls Klausel
K das Literal x; enthilt.

— In f; ist die i-te Stelle 1 und fiir j = 1, ..., m ist jede n + j-te Stelle 1, falls Klausel
K das Literal —x; enthlt.

— Alle anderen Stellen der Zahlen ¢;, f; sind 0.

SchlieBlich gibt es noch Zahlen ¢, d; fir j = 1,...,m:
— In ¢; ist genau die n + j-te Stelle 1 und alle anderen sind 0.
— In d; ist genau die n + j-te Stelle 2 und alle anderen sind 0.

SchlieBlichseis =1...14...4.
N—— ——

n-mal m-mal
Sei also f(F) = ((t1, ..y tns fisevesr frClyevvsCmsdi, ... dy),s). Offensichtlich kann
f in Polynomialzeit berechnet werden. Die folgenden Aussagen gelten:

- Die Summe jeder Teilmenge der Zahlen erzeugt keine Ubertriige.

— Die n Einsen in s sorgen dafiir, dass in / jeweils t; oder f; enthalten ist aber nicht
beide.

— Die Wahl der #; und f; zéhlt gleichzeitig in den Stellen n+1 bis n+m, welche Klauseln
durch Setzen von x; auf 1 (bzw. x; auf 0) wahr gemacht werden. In der Summe kann
dies pro Klausel eine Zahl zwischen 0 und 3 sein (je nachdem, ob 0,1,2 oder 3 Literale
der Klausel auf wahr gesetzt werden). Durch Hinzunahme der c¢; und/oder d; kann
die Zielsumme 4 pro Stelle j stets erreicht werden, wenn mindestens 1 Literal wahr
ist.

Daher gilt:

Wenn SUBSETSUM-Instanz ((#1,...,%n, fis++ v fusClsevvsCmsdiy ... Cm), S) €ine Lo-
sung / hat, kann daraus eine erfiillende Belegung B fiir F' konstruiert werden: Setze fiir
ie€lmitl <i <n:B(x;) =1undsetze fiiri € Imitn+1 <i <n+n: B(x;) =0.
Umgekehrt kann eine Belegung B fiir F' benutzt werden, um die Indizes I der Losung fiir
das SUBSETSUM-Problem zu konstruieren: I enthilt den Index von ¢; wenn B(x;) =1, 1

enthilt den Index von f; wenn B(x;) = 0, I enthilt die Indizes der ¢}, d;, sodass sich die
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hinteren m Stellen zu 4 aufsummieren, wobei fiir jede Stelle die Summe schon mindestens
1 durch die Wahl der ¢;, f; ist (da B erfiillende Belegung).

Damit haben wir gezeigt 3-CNF-SAT <, SUBSETSUM und aus der N#-Schwere von
3-CNF-SAT folgt die NP-Schwere von SUBSETSUM. O

Beispiel 8.5.21. Die 3-CNF (x1 V x1V x1) A (=x1 V —x1 V —x1) wird durch die eben eingefiihrte
Ubersetzung f in die SUBSETSUM-Instanz

ap =t =110
az = f1 =101
az =Cc1 = 010
as =Cy2 = 001
as =dp =020
ag =dy =002

s =144

transformiert. Diese ist unlosbar (was dazu passt, dass die Formel unerfiillbar ist).
Beispiel 8.5.22. Betrachte die 3-CNF

(x1 Vxa V=ixg) A(mxy Vo V=xg) A(xy V-xg Vg A(mxg Vs V=xg) A(=xy Vs Vxy)
Dann erzeugt f die Zahlen:

ap =t; =100010100 a9 =c; =000010000
az =ty =010011010 aijo =c2 =000001000
a3 =tz =001000001 a;; =c3 =000000100
as =ty =000100101 ai2 =c4 =000000010
as = fi =100001010 a3 =c¢5 = 000000001
dg = fg = 010000101 aly = d1 = 000020000
ar = f3 =001001010 a5 =do = 000002000
ag = fy =000110000 ai¢ =d3 = 000000200

ayr =d4 =000000020

aig =ds = 000000002

s =111144444

Eine Losung ist I = {2,4,5,7,9,10,11,12,13, 14, 16, 18}. Die zugehérige erfiillende Belegung
ist B(x1) =0,B(x2) =1,B(x3) =0, B(x4) = 1.
8.5.7. Das KNAPSACK-Problem

Definition 8.5.23 (KNAPSACK-Problem). Das KNAPSACK-Problem lIdsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:
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gegeben: k Gegenstinde mit Gewichten w1, ...,wy € Ng und Nutzenwerten ny, ..., n; €
No, sowie zwei Zahlen s, s,, € Np.
gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1, ..., k}, sodass Y;e; wi < Sy und Y icyni = 8,7

Beachte fiir w; = n; und s,, = s,, ergibt sich genau das SUBSETSUM-Problem, es ist daher ein
Spezialfall. Daher ist die Reduktion SUBSETSUM <, KNAPSACK sehr einfach.

Satz 8.5.24. KNAPSACK ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* KNAPSACK € NP: Rate eine Teilmenge / C {1, ..., k} nichtdeterministisch, anschlie-
Bend priife, ob >;c; w; < sy, und };c;n; > s, gilt. Falls ja, dann akzeptiere. Die Laufzeit
der dies ausfiithrenden NTM ist polynomiell beschréankt.

o KNAPSACK ist NP-schwer: Sei ((ai,...,ax),s) eine SUBSETSUM-Instanz, dann
sei f((ay,...,ax),s) = (Wi,...,wg), (n1,...,0L), Sy, Sym) Mit w; = a;,n; = a; fir
i=1,...,kund s, = s und s, = 5. Es gilt ((a,...,ax),s) hat eine Losung g.d.w.
f((ai,...,ax),s) hat eine Losung und f ist in polynomieller Zeit von einer DTM be-
rechenbar. Daher gilt SUBSETSUM <,, KNAPSACK. Damit folgt aus der NP-Schwere
von SUBSETSUM auch die NP-Schwere von KNAPSACK. O

8.5.8. Das PARTITION-Problem

Definition 8.5.25 (PARTITION-Problem). Das PARTITION-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Natiirliche Zahlen a1, . . . ,a; € Ny

gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1, ..., k} sodass ¥je; @i = Yieq1,. xp\g @i’

Satz 8.5.26. PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

* PARTITION € NP: Rate nichtdeterministisch 7 C {1, ..., k} und priife anschlieBend, ob
2ier @i = 2je1,... iy @i gilt. Die dazu passende NTM lduft in (nichtdeterministischer)
Polynomialzeit.

e PARTITION ist N®¥-schwer: Wir zeigen SUBSETSUM <, PARTITION. Sei
fl(a,...,ax),s) = (ai,...,Qx,rs1,dks2) Mit dgy; = A+ s und dagee = 2A — s,
wobei A = Zle ak. Die Funktion f kann von einer DTM in polynomieller Zeit berechnet
werden.

Wenn (ai, ..., ak, ag+1, ag+2) €ine PARTITION-Losung I C {1, ..., k + 2} hat, dann gilt
2ier @i = 2A = Y1, k+2)\1 @i- Dann konnen nicht beide Indizes k + 1 und k +2 in

.....

.....
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I liegen, da sonst die Summe zu grof} ist. Wenn k+2 € I, dann sei I’ = I \ {k + 2}
und damit }};.p = 2A — (2A — s) = s, d.h. I’ ist eine Losung fiir die SUBSETSUM-
Instanz ((ay,...,ar),s). Wenn k+1 € I, dannsei I’ = {1,...,k}\ [ und damit } ;. =
2A — (2A - 5) = s und I’ ist eine Losung fiir die SUBSETSUM-Instanz ((a1,...,ax),s).

Wenn I C {1,...,k} eine Losung fiir die SUBSETSUM-Instanz ((a1,...,ax), s), dann
ist I U {k + 2} eine Losung fiir die PARTITION-Instanz (aq, ..., dx, Ak+1, Ax+2)-

Daher gilt ((as,...,ax),s) ist 1osbar g.d.w. f((ai,...,ar),s) ist 16sbar. Damit haben
wir SUBSETSUM <, PARTITION gezeigt. Da SUBSETSUM N#-schwer ist, ist auch
PARTITION N#-schwer. O

Beispiel 8.5.27. Sei ((1,2,3,4,5,6),14) eine SUBSETSUM-Instanz. Dann ist (1,2,3,4,5,6,35,28)
die von der Funktion f erzeugte PARTITION-Instanz. Eine Losung ist I = {1,3,4,6,8} da
1+3+446+28=42=2+5+35. Damitist I’ = {1, 3,4, 6} eine Losung der SUBSETSUM-
Instanz (was auch stimmt, da 1 +3 +4+ 6 = 14).

8.5.9. Das BINPACKING-Problem

Definition 8.5.28 (BINPACKING-Problem). Das BINPACKING-Problem lisst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Natiirliche Zahlen a, . ..,ar € Ny, die Behidiltergrofie b € Ny, und die Anzahl
der Behdlter m

gefragt:  Kann man alle gegeben Zahlen, so auf die Behdilter aufteilen, sodass keiner der
Behdilter tiberlduft? Formal: Gibt es eine totale Funktion assign : {1,...,k} —
{1,...,m}, sodass fiiralle j € {1,...,m} gilt: 3 1s5ign(i)=j @i < b?

Satz 8.5.29. BINPACKING ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden bendotigten Teile:

* BINPACKING € N%: Rate nichtdeterministisch fiir jede Zahl a; in welchen Behélter
sie gehort. (D.h. rate die Funktion assign.) AnschlieBend verifiziere, dass die geratene
Funktion eine Losung ist. Dies kann in Polynomialzeit auf einer NTM durchgefiihrt werden.

e BINPACKING ist NP-schwer. Sei (aq,...,ar) eine PARTITION-Instanz. Dann sei
f(aq,...,a;) die BINPACKING-Instanz mit Zahlen ai,...,a;, Behiltergrofie b =
Zf’ll ai

[=5—] und m = 2 Behiltern.

Wenn Zf‘zl a; eine ungerade Zahl ist, dann ist die PARTITION-Instanz unlosbar und
die BINPACKING-Instanz ebenso (da die Behilter nicht ausreichen). Anderenfalls sei
I C{1,...,k} eine Losung fiir die PARTITION-Instanz, dann ist

1, wenniel

assign(i) = { 2, wenni ¢ 1
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eine Losung fiir die BINPACKING-Instanz. Umgekehrt kann aus einer Losung fiir die
BINPACKING-Instanz mit / = {i | 1 < i < k, assign(i) = 1} eine Losung fiir die
PARTITION-Instanz erstellt werden. Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann, gilt
PARTITION <, BINPACKING. Aus der NP-Schwere von PARTITION folgt die NP-
Schwere von BINPACKING. m|

8.5.10. Das DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Definition 8.5.30  (DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem). Das  DIRECTED-
HAMILTON-CYCLE-Problem ldisst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Ein gerichteter Graph G = (V,E) mitV = {v{,...,v,}

gefragt:  Gibt es einen Hamilton-Kreis in G, d.h. einen Kreis, der genau alle Knoten
einmal besucht? Formaler kann dies als Frage formuliert werden: Gibt es ei-
ne Permutation nr : {1,...,n} — {1,...,n}, sodass (Vx(i),Vz(@i+1)) € E und
(Vam)»va)) € E?

Satz 8.5.31. DIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

* DIRECTED-HAMILTON-CYCLE € N#: Rate nichtdeterministisch die Permutation 7
und verifiziere anschlieBend, ob (v (i), Vz(i+1)) € E und (Vz(n),va(1)) € E gilt. Dies
kann auf einer NTM in Polynomialzeit entschieden werden.

* DIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP-schwer: Wir geben eine Polynomialzeitreduk-
tion von 3-CNF-SAT auf DIRECTED-HAMILTON-CYCLE an. Sei F = K1 A ... A K,

eine 3-CNF, sodass jede Klausel K; genau 3 Literale enthilt. Seien {x1,...,x,} die aus-
sagenlogischen Variablen, die in F' vorkommen.

Dann erzeugen wir zunéchst einen Graph der Form

G

C

Die Idee dabei ist, dass der Hamilton-Kreis Knoten x; oben durchlduft, wenn x; in der
erfiillenden Belegung auf 1 gesetzt wird und x; unten durchlduft, wenn x; in der erfiillenden
Belegung auf 0 gesetzt wird. Da nur einer der beiden Durchldufe moglich ist, ist die
Belegung dadurch wohl-definiert.

Fiir das Auftreten der x; in den Klauseln betrachten wir zunéchst den folgenden Teilgraphen,
den wir mit K; bezeichnen:
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Dieser Teilgraph hat sehr besondere Eigenschaften:

— Jeder Hamilton-Kreis, der durch den Eingang mlj in K; hereingeht, muss K; durch
den Knoten out{ verlassen: Anderenfalls gibt es ,,blockierte Knoten®, die durch den
Hamilton-Kreis nicht mehr besucht werden konnen (betrachte alle endlich vielen
Fille).

— Ein Hamilton-Kreis, der in in{ in K; hereingeht und K; durch out{ verldsst, kann
durch

% in], out], oder

* in'{, in‘:’,), outé, out{, oder

P A B | J J J

* ml,zn3,ln2,0ut2,0ut3,0ut1
in dieser Reihenfolge laufen.

— Ein Hamilton-Kreis, der in iné in K; hereingeht und K; durch out% verlédsst, kann

durch
% inj, outy, oder
| J J
® Iy, iny, outy, outy, oder

S RN R J J J
% iny,iny, ing, outs, outy, out,
in dieser Reihenfolge laufen.

— Ein Hamilton-Kreis, der in iné in K; hereingeht und K; durch outé verlasst, kann
durch
* iné,outé,oder
AR | J J
® N3, Ny, OUt;, outs, oder

0 N J J J
* Ny, iny, iny, outy, out;, outy
in dieser Reihenfolge laufen.

— Je nachdem, wie daher K; durch einen Hamilton-Kreis durchlaufen wird, kann K;
einmal, zweimal, oder dreimal durchquert werden.

Wir stellen K ; abstrakt durch
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K

Ll
IR

dar. Fiir jede Klausel K; gibt es einen Teilgraphen K;. Wenn K; = L{ \Y Lg \Y Lg,;, dann
wird Eingang ir_t{ und Ausgang out] entsprechend L, Eingang in} und Ausgang out}
entsprechend L?, Eingang iné und Ausgang outé entsprechend Lg,’ verbunden.

Wenn L = x;, dann liegt in}, nach out; auf dem oberen Pfad zwischen Knoten x; und x;41
(bzw. x,, und x; fiir i = n).

Wenn L; = —x;, dann liegt in; nach out; auf dem unteren Pfad zwischen Knoten x; und
Xxi+1 (bzw. x,, und xq fiir i = n).

Beachte, dass zwischen x; und x;, alle K ; durchlaufen werden, deren zugehorige Klauseln
K die Variable x; (als positives oder negative Literal) enthalten. Die Reihenfolge der K;
ist dabei irrelevant (wir nehmen die geordnete Reihenfolge an: Wenn K; und K j» zwischen
x; und x;,1 durch denselben Pfad (den oberen oder den unteren) durchlaufen werden, und
J < j’, dann laufe erst durch K; und dann durch K.

Beachte, dass diese Konstruktion in Polynomialzeit durchgefiihrt werden kann, indem
zunéchst die Knoten x1, . . ., x, erzeugt werden und die jeweils oberen und unteren Pfade
von x; und x;,; direkt verbunden werden. AnschlieBend werden die Klauseln K1, ..., K,
in dieser Reihenfolge abgearbeitet werden, um die Verbindungen zwischen x; und K; und
K und x;41 zu erzeugen (durch Auftrennen der bestehenden Verbindungen).

Insgesamt werden dadurch alle Ein- und Ausginge jedes K; angeschlossen, d.h. der Graph
ist wohl geformt.

Wenn der Graph einen Hamilton-Kreis hat, dann l4uft der Kreis entweder oben durch
x; oder unten durch x;. Dementsprechend konstruieren wir die Belegung /(x;) = 1 bzw.
I(x;) = 0. Der Hamilton-Kreis durchlduft jedes K; mindestens einmal (bis zu dreimal).
Die Anzahl der Durchldufe korrespondiert genau dazu, wie viele Literale in der Klausel
durch I wahr gemacht werden. Daher ist /(F) = 1. Umgekehrt, wenn / eine Belegung mit
I(F) = 1 ist, dann hat der Graph einen Hamilton-Kreis: Durchlaufe die Knoten x; oben,
wenn /(x;) = 1 und unten, wenn /(x;) = 0. Dabei wird K ein bis drei Mal (entsprechend
der oben gezeigten Moglichkeiten) durchlaufen, je nachdem welche und wie viele Literale
in der Klausel K; durch I wahr gemacht werden.

Dies zeigt: 3-CNF-SAT <, DIRECTED-HAMILTON-CYCLE und damit die NP-
Schwere von DIRECTED-HAMILTON-CYCLE.

Beispiel 8.5.32. Sei F = K1 A Ko A K3 A Ky eine 3-CNF, sodass
e x; kommt an 2. Position in K1 vor

e x; kommt an 3. Position in Ky vor
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e —x; kommt an 2. Position in K3 vor
e —x; kommt an 1. und 2. Position in K4 vor

Der konstruierte Ausschnitt des Graphen dazu ist

— — — —
Ky — Ky pb—
— _—>\—>
— —
Ks Ky
— — — —

8.5.11. Das UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Definition 8.5.33 (UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem). Das UNDIRECTED-
HAMILTON-CYCLE-Problem ldisst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V,E) mitV = {v1,...,v,}

gefragt:  Gibt es einen Hamilton-Kreis in G, d.h. einen Kreis, der genau alle Knoten
einmal besucht? Formaler kann dies als Frage formuliert werden: Gibt es ei-
ne Permutation m : {1,...,n} — {1,...,n}, sodass {v(i),Vx(i+s1)} € E und
{V,r(,,), v,,(l)} e E?

Satz 8.5.34. UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP -vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

 UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE € N%: Rate die Permutation 7 nichtdetermini-
stisch und verifiziere anschlieBend, ob {v z(;), Vx(i+1)} € E und {v(n),v(1)} € E gilt.
Dies kann auf einer NTM in Polynomialzeit durchgefiihrt werden.

* UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist AN%®-schwer. Wir zeigen DIRECTED-
HAMILTON-CYCLE € NP <, UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE € N®. Sei f
die Funktion, die aus einem gerichteten Graphen (V, E) einen ungerichteten Graphen
macht, sodass

f(V) = U{{Vin’ v, Vout} | v e V}
JE) = {uour,vin} | (u,v) € E}UU{{{Vin, v}, {V.Vour}} [ v €V}

D.h. jeder Knoten v mit Ein- und Ausgéngen
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T

wird ersetzt durch

)

Damit kann der Knoten v im ungerichteten Graph durch einen Hamilton-Kreis nur in einer
Richtung durchlaufen werden (von v;;, durch v durch v,,,; oder umgekehrt). Da dies fiir alle
Kanten und Knoten gemacht wird, gibt es nur dann einen Hamilton-Kreis im ungerichteten
Graphen, wenn alle Knoten in der gleichen Reihenfolge durchlaufen werden. Daher gilt:
Falls

Vin,n(1)s Va(1)> Vout,x(1)> - - - Vin,n(n)> Vr(n)> Yout,n(n)> Vin,n(1)

ein ungerichteter Hamilton-Kreis, dann ist v (1), ..., Vx(n), V(1) der gerichtete Hamilton
Kreis; und bei ungerichtetem Hamilton-Kreis

Vout,n(1)sVa(1)> Vin,n(1)> -+ - Vout,n(n)> Vr(n)> Vin,n(n)> Vout,n(1)

gibt es den gerichteten Hamilton Kreis v (1), ..., Vz(n)» Va(1)-

Auch umgekehrt ist klar, dass es fiir jeden gerichteten Hamilton-Kreis einen gerichte-
ten gibt. Da f in Polynomialzeit berechenbar ist, haben zusammenfassend gezeigt, dass
DIRECTED-HAMILTON-CYCLE <, UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE gilt. O

8.5.12. Das TRAVELLING-SALESPERSON-Problem

Definition 8.5.35 (TRAVELLING-SALESPERSON-Problem). Das  TRAVELLING-
SALESPERSON-Problem ldisst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Ein Menge von Knoten (Stidten) V = {v1,...,v,}, eine (n X n)-Matrix (M; ;)
Entfernungen M; ; € Ng zwischen den Stidten v; und v j, sowie eine Zahl k € IN.
gefragt:  Gibt es eine Rundreise, die alle Stddte besucht und der Startort gleich dem Zielort
ist?
Formal: Gibt es eine Permutation n : {l1,...,n} — {1,...,n}, sodass
(B My, xi1) + Ma(myenn) < k2

Satz 8.5.36. Das TRAVELLING-SALESPERSON-Problem ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:
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* TRAVELLING-SALESPERSON € N'#: Rate die Permutation 7 nichtdeterministisch und
verifiziere anschlieBend, dass (Z?:_ll Mz iy, z(i+1)) + Mz(ny+x(1) < k gilt. Dies kann auf
einer NTM in Polynomialzeit durchgefiihrt werden.

* TRAVELLING-SALESPERSON ist N®-schwer: Wir reduzieren UNDIRECTED-
HAMILTON-CYCLE in Polynomialzeit auf TRAVELLING-SALESPERSON: Sei G =
(V,E)mitV ={1,...,n}. Dannsei f(G) = (V, (M, j,n)) mit

1, wenn{i,j} € E

Mi, j = .
tJ {2, wenn {i, j} ¢ E

Wenn G einen ungerichteten Hamilton-Kreis hat, dann représentiert dieser Kreis eine
Rundreise der Linge n. Wenn f(G) eine Rundreise der Linge < n hat, dann muss die
Lange genau n sein. Daher konnen nur Kanten mit Entfernung 1 verwendet werden. Daher
hat G einen ungerichteten Hamilton-Kreis.

Die Funktion f kann in Polynomialzeit von einer DTM berechnet werden. Damit folgt
UNDIRECTED-HAMILTON-CYLE <, TRAVELLING-SALESPERSON.

8.5.13. Das GRAPH-COLORING-Problem

Definition 8.5.37 (GRAPH-COLORING-Problem). Das GRAPH-COLORING-Problem ldsst
sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N.
gefragt:  Gibt es Firbung der Knoten in'V mit < k Farben, sodass keine zwei benachbarten
Knoten in G, die gleiche Farbe erhalten?

Satz 8.5.38. GRAPH-COLORING ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benoétigten Teile:

* GRAPH-COLORING € N'#: Rate nichtdeterministisch die Farbe aus {1, . . ., k} fiir jeden
Knoten v € V. Anschlielend verifiziere, dass die Farben von « und v stets verschieden sind,
fiir alle {u, v} € E. Die Verifikation kann in Polynomialzeit durchgefiihrt werden. Daher
kann GRAPH-COLORING auf einer NTM mit polynomieller Zeit entschieden werden.

* GRAPH-COLORING ist NP-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <,, GRAPH-COLORING.
Sei F = K A... A K, eine 3-CNF, sodass jede Klausel K; genau 3 Literale enthilt. Seien
{x1,...,x,} die aussagenlogischen Variablen, die in F vorkommen.

Wir erzeugen ein GRAPH-COLORING Problem mit k& = 3, d.h. der Graph muss mit drei
Farben féarbbar sein.

Konstruiere zunichst den Teilgraphen
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Wenn der Graph 3-farbbar ist, dann miissen 7', N, F' mit allen drei Farben geférbt werden. O.B.d.A.
seien dies genau die Farben 7', N, F und die Knoten entsprechend gefirbt (7 mit 7, N mit N,
F mit F). dann muss fiir eine Farbung stets (x;, —x;) mit (7, F) oder (F,T) gefirbt werden.
D.h. dieser Teilgraph sorgt dafiir, dass die Firbung genau eine Belegung der aussagenlogischen
Variablen erzeugt.

Fiir jede Klausel K; wird der folgende Teilgraph G; erzeugt, bestehend aus den Knoten
l1,j,12,;,13,;, A}, Bj, C;, der das logische ,,oder* der drei Literale ,,berechnen® soll. Sei K;:

®
@’6 :.e

Verbindet man die “Einginge” [1 ;, [2 ;, [3,; mit den zugehdrigen Literalen Ly, Lo, L3 (d.h. den
Knoten x;, bzw. —x;):

dann gilt:
Wenn L1, Lo, L3 mit Farben 7 und F geférbt sind, dann:
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* C; kann nicht mit 7" gefidrbt werden, wenn L1, Lo, L3 alle mit F gefarbt sind.

* Wenn mindestens ein L; (miti = 1, 2, 3) mit 7" geférbt ist, dann kann der Graph so gefirbt
werden, dass C; mit T gefarbt wird.

Beide Aussagen lassen sich durch probieren aller Moglichkeiten verifizieren.

SchlieBlich erzeuge alle Teilgraphen G fiir K1, . . ., K, und verbinde /; ; mit x; wenn L; ; = x
und mit —x; wenn L; ; = —xy. SchlieBlich verbinde jeweils C; mit N und C; mit F.

Damit gilt: Der entstandene Graph ist 3-firbbar, wenn alle C; mit T" geféirbt werden, was der Fall
ist, wenn jedes G; mit einem mit 7" geférbten Literal am Eingang verbunden ist. Da dies genau
den Literalen der Klausel K; entspricht, erfiillt die Belegung /(x;) = 1, wenn x; mit T gefirbt
wird, und 7(x;) = 0 sonst, die 3-CNF.

Umgekehrt ldsst sich aus einer erfiillenden Belegung eine 3-Farbung fiir den Graphen erzeugen.
Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann, haben wir 3-CNF-SAT <, GRAPH-COLORING
gezeigt. O
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A. Zusatzmaterial

Dieser Anhang wiederholt einerseits einige mathematische Grundlagen, die bekannt sein sollten
und enthélt andererseits weiterfilhrende Themen oder spezifische Beweise, die nicht Teil der
Veranstaltung sind, aber fiir den oder die interessierte:n Lesende:n eventuell hilfreich sind.

A.1. Mathematische Grundlagen

A.1.1. Vollstindige Induktion

Um Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen nachzuweisen, verwenden wir oft das Prinzip der
vollstdndigen Induktion:

Definition A.1.1 (Beweisprinzip der Vollstindigen Induktion). Um zu zeigen, dass eine Aussage
A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € Nq gilt, geniigt es, die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

Induktionsanfang: A(0) gilt.
Induktionsschritt: Fiir jede beliebige Zahln € Nq gilt: Wenn A(n) gilt, dann auch A(n+1).

Wir demonstrieren die vollstandige Induktion:

n
+1
Beispiel A.1.2. Fiir alle n € Ny gilt Zi = (n )n‘ Wir zeigen die Aussage durch Induktion
i=1
n
+1
liber n, d.h. die Aussage A(n) ist Zi = ( )n.
i=1 2
0

* Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist Z i = 0, welche aus Definition der Summe folgt.
i=1
o Induktionsschritt: Sei n € Ng eine beliebige Zahl. Wir diirfen A(n) annehmen und miissen

n 41 n+l
A(n + 1) zeigen. Angenommen A(n) gilt, d.h. Zi = ( 5 )n‘ Wir miissen Zi =

i=1 i=1

igen. Es gilt | =
2 zeigen. Es gi ;l

(n+2)(n+1) nl (an’

) + n + 1 nach Definition. Nach Annahme

(n+ Dn
2

i=1
(n+Dn

ist letzteres gleich + n + 1. Durch Ausrechnen erhdlt man +n+1=

(n+Dn+2n+2 (n+2)(n+1)
2 - 2

, also insgesamt die zu zeigende Eigenschaft.
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A.1.2. Relationen

Seien R, R, Ry bindre Relationen auf * (d.h. R, R; C (X" X £*)). Fiir Worter u und v schreiben
wir anstelle von (u,v) € R auch uRv.

Wir definieren die Komposition der Relationen Ry und R» als:
RiR> = {(u,w) | esgibtv € X* mit (uRyv) und (vRow)}

AuBlerdem definieren wir

R = {(w,w) | w € X*} (die identische Abbildung)
R’ = RR"!firi>0
R = UFR
nelNg .
Rt = |J KR
nelN

Es giltuR*w g.d.w. u = woderes gibt vy, ...,v, € Z*und n > O mit uRvy,viRva,...,v,Rw.

Definition A.1.3. Eine bindre Relation R C (X X £*) heifjit
* reflexiv, falls fiir alle w € £* gilt : wRw
* transitiv, falls fiir alle u,v,w € X* gilt: Wenn uRv und vRw, dann auch uRw.
» symmetrisch falls fiir alle u,v € X* gilt: Wenn uRv, dann auch vRu.

Wenn R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist, dann ist R eine Aquivalenzrelation.

Sei R eine Aquivalenzrelation. Fiir ein Wort w € X* bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von
w mit [w]g, welche alle zu w dquivalenten Worter enthdlt: [w]lg := {u € £* | uRw}. Um-
gekehrt heifit w Reprisentant der Aquivalenzklasse [w]g. Beachte, dass die Aquivalenzklassen
die Grundmenge * in (endlich oder unendlich viele) Aquivalenzklassen disjunkt zerlegt, d. h.
= [wilrYU[walr Y[ws]r Y. .., wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichn{l Der Index
einer Aquivalenzrelation R (geschrieben als Index(R)) ist die Anzahl der verschiedenen Aquiva-
lenzklassen, die R hat. Hierbei ist Index(R) € Ng U {co}. Wenn Index(R) # oo, dann sagt man
R hat einen endlichen Index.

Beispiel A.1.4. Sei X = {a, b} und echterPraefix eine bindre Relation auf ¥*, definiert durch:
Fiir alle u,v € X*: uechterPraefix v g. d. w. u ist ein Priifix von v und |u| < |v|.

Die Relation echterPraefix ist transitiv: Seien u,v,w € X* mit uechterPraefixv und
v echterPraefixw. Dann gilt u ist Prdfix von v und v ist Prdfix von w und |u| < |v| und
|v| < |w|. Daraus folgt auch, dass u ein Prifix von w ist, und dass |u| < |w| gilt. Somit haben
wir u echterPraefix w gezeigt.

Die Relation echterPraefix ist nicht reflexiv, da z. B. —(& echterPraefix ).

Die Relation echterPraefix ist nicht symmetrisch, da z.B. aaechterPraefixaab, aber
—(aab echterPraefix aa).

ldh.AuBg.dw.AUB=AUBund AnB=0.
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Die Relation echterPraefix* ist reflexiv, da w echterPraefix’w fiir alle w € X*. Die Re-
lation echterPraefix* ist transitiv: Sei uechterPraefix' v und vechterPraefix/ w, dann gilt
u echterPraefix'*/ w und daher u echterPraefix* w. Die Relation echterPraefix* ist nicht symme-
trisch, da —(a echterPraefix’ ab) fiir alle i € Ny. Es gilt u echterPraefix*v genau dann, wenn u
ein Prdfix von v ist.

Beispiel A.1.5. Sei X = {a, b} und u gleicherAnfang v g. d. w. u und v beginnen mit dem gleichen
Buchstaben oder sind beide das leere Wort.

gleicherAnfang ist eine Aquivalenzrelation:

o gleicherAnfang ist reflexiv: Wir priifen u gleicherAnfang u fiir alle u € X*: Wenn u mit a
anfingt (d. h. u = av fiir ein v € ¥¥) gilt u gleicherAnfang u. Wenn u mit b anfingt (d. h.
u = bv fiir ein v € £*) gilt u gleicherAnfang u. Auch fiir u = € gilt u gleicherAnfang u.

o gleicherAnfang ist symmetrisch: Offensichtlich folgt aus ugleicherAnfangv auch
v gleicherAnfang u fiir alle u,v € *:

* gleicherAnfang ist transitiv: Sei u gleicherAnfang v und v gleicherAnfang w fiir u,v,w €
X*. Dann fangen entweder u,v,w alle mit dem selben Buchstaben an (und
u gleicherAnfang w gilt) oder u = v = w = & und auch dann gilt u gleicherAnfang w.

Der Index von gleicherAnfang ist Index(gleicherAnfang) = 3, denn es gibt drei disjunkte
Aquivalenzklassen:

* [a]gleicherAnfang = {w € X7 | a gleicherAnfangw} = {au | a € X"}
* [DlgleicherAnfang = {w € X | b gleicherAnfangw} = {bu | b € £*}

° [8]g|eicherAnfang = {W ex” | sgleicherAnfang W} = {g}

Lemma A.1.6. R* ist die kleinste reflexive und transitive Relation, die R enthdlt (d. h. R* ist die
reflexiv-transitive Hiille von R).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass R* reflexiv und transitiv ist: R* ist offensichtlich reflexiv, da
R C R. R* ist transitiv, denn fiir uR*v und vR*w folgt: Es gibt i, j € Ng mit uR'v und vR/w.
Daher gilt uR™ w, was direkt uR*v impliziert, da R™*/ C R*.

Wir zeigen nun, dass jede reflexiv-transitive Relation R’, die R enthilt, auch R* enthilt. Genauer
zeigen wir mit Induktion iiber i, dass RY C R’ fiir alle i € Ny. Die Induktionsbasis ist R® C R’,
was gilt, da R’ reflexiv ist. Ebenso gilt auch R' C R’, da R’ die Relation R enthilt. Als
Induktionsannahme nehmen wir an, dass R® C R’ fiir i € Ny gilt. Sei «uR™*!'v. Dann gibt es
ein w mit uRw und wR'v. Aus der Induktionsannahme und dem Fakt R C R’ folgt auch uR’w
und wR’v. Da R’ transitiv ist, muss auch gelten uR’v. Da dies fiir jedes Paar uR™*!v gilt, folgt
R* CR. a]

Definition A.1.7. Seien R und S Aquivalenzrelationen auf £*. Dann ist R eine Verfeinerung von
S, wenn fiir alle u,v € £* gilt: uRv = uSv (d. h. R C S).

Satz A.1.8. Sei R eine Verfeinerung von S. Dann gilt Index(R) > Index(S).
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Beweis. Sei X* = [u1]g U[uz]gr Y. .. die disjunkte Zerlegung von R in ihre Aquivalenzklassen.
Seien v, w € u;. Dann gilt vRw und (da R eine Verfeinerung von S ist) auch vSw. D.h. ¥* =
[u1]s U [u2]s U. .. und damit gilt insbesondere, dass S nicht mehr disjunkte Aquivalenzklassen
hat als R. O

Beispiel A.1.9. Sei © = {a, b}. Die Relationen gleicherAnfang und gleicherAnfangUndEnde
seien definiert durch

* ugleicherAnfangv g. d. w. u und v beginnen mit dem gleichen Buchstaben oder sind beide
das leere Wort.

* ugleicherAnfangUndEnde v g. d. w. u, gleicherAnfang v, und u und v enden mit dem glei-
chen Buchstaben oder sind beide das leere Wort.

Beide Relationen sind Aquivalenzrelationen (fiir gleicherAnfang haben wir dies in Bei-
spiel gezeigt, der Nachweis fiir gleicherAnfangUndEnde funktioniert analog).
Die Relation gleicherAnfangUndEnde ist eine Verfeinerung von gleicherAnfang, denn
aus u gleicherAnfangUndEndev folgt stets ugleicherAnfangv. In Beispiel haben
wir gezeigt, dass Index(gleicherAnfang) = 3 gilt. Fiir gleicherAnfangUndEnde gilt
Index(gleicherAnfangUndEnde) = 5, denn gleicherAnfangUndEnde hat folgende disjunkten
Aquivalenzklassen:

¢ [S]gleicherAnfangUndEnde ={e}
L]

@] gleicherAnfangUndEnde = {# € X* | u beginnt mit a und endet mit a}

bl gleicherAnfangUndEnde = {t € Z* | u beginnt mit b und endet mit b}

ab] gleicherAnfangUndEnde = {u € X* | u beginnt mit a und endet mit b}

[
[
[
[

ba]gleicherAnfangUndEnde = {# € X* | u beginnt mit b und endet mit a}

A.1.3. Funktionen

Seien D und Z Mengen. Eine Funktion f : D — Z ist eine links-totale und rechtseindeutige
bindre Relation, d. h. f C (D X Z) und sie ordnet jedem Element aus D genau ein Element aus
Z zu (kurzum: Fiir jedes d € D gibt es genau einen Eintrag in (d, f(d)) € f).
Fiir ein Element z € Z, sei f~1(z) := {d € D | f(d) = z} die Menge der Urbilder von z und f.
Eine Funktion f heif3t

o injektiv, falls fiir alle z € Z gilt: | f~'(z)| < 1 (jedes z hat hochstens ein Urbild)

o surjektiv, falls fiir alle z € Z gilt: | f~1(z)| > 1 (jedes z hat mindestens ein Urbild)

* bijektiv, falls fiir alle z € Z gilt: | f~'(z)| = 1 (jedes z hat genau ein Urbild)

Beispiel A.1.10. Sei D eine Menge von Mdnteln und Z eine Menge von Kleiderhaken. Sei f eine
Zuordnung der Mdntel auf die Kleiderhaken, d. h. eine Funktion f : D — Z. Wenn f injektiv
ist, hangt auf jedem Kleiderhaken hochstens ein Mantel. Wenn f surjektiv ist, hdngt auf jedem
Kleiderhaken mindestens ein Mantel. Wenn f bijektiv ist, hdngt auf jedem Kleiderhaken genau
ein Mantel.
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A.1.4. Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit

Seien M1, M2 Mengen. Wir nennen My und M» gleichmdichtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f : My — M, gibt. Falls eine Menge M gleichmichtig wie Ny ist, dann heillit M abzdhlbar
unendlich. Eine Menge M heilt abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar unendlich ist.

Lemma A.1.11. Eine Menge M ist genau dann abzdhlbar, wenn M = 0 gilt oder es eine
surjektive Abbildung f : Ng — M gibt.

Beweis. Wenn M = (), dann gilt die Aussage. Sei M # 0 fiir den Rest des Beweises.

Sei M abzidhlbar. Wenn M abzéhlbar unendlich ist, dann gibt es eine Bijektion f : Ng —» M
und die Aussage gilt. Wenn M endlich ist, dann sei M = {ay, ..., a,}. Definiere f : Ng —» M
als f(x) = a, fir 0 <x < nund f(x) = ag sonst. Dann ist | f~'(x)| > 1 fiir alle x € Ng und f
damit surjektiv.

Fiir die umgekehrte Richtung sei f : Ny — M eine surjektive Abbildung. Wenn M endlich ist,
dann ist M abzihlbar. Wenn M nicht endlich ist, dann miissen wir zeigen, dass M gleichméchtig
zu Ny ist. Dazu sei g : Ny — Ny induktiv definiert durch g(0) = 0 und g(n + 1) = k, wobei
k € Ny minimal gewihlt ist, sodass f(k) = f(g(n+1)) ¢ {f(g(0)),..., f(g(n))}. Eine solche
Zahl k gibt es, da M sonst endlich wire. Die Konstruktion von g sichert zu, dass fiir alle i € Ny
gilt: g(i + 1) > g(i).

Wir zeigen, dass & : Ng — M mit h(x) = f(g(x)) bijektiv ist. Die Konstruktion von g sichert
zu, dass / injektiv ist. Fiir den Beweis der Surjektivitit von 4 sei m € M. Dannist | f~(m)| > 0,
da f surjektiv ist. Sei n € Ny daher minimal gewihlt, sodass f(n) = m. Da g(i + 1) > g(i)
fiir alle i € INg, gibt es nur endlich viele Zahlen i € {0,1,...,j} mit g(j) < n. Daher gilt
g(j+1) =k = n, wobei k minimal gewihlt ist, so dass f(k) ¢ {f(g(0)),...,f(g(j))}. Da
f(n) = m kann k nicht groBer als n sein. D.h. g(j + 1) = n und daher |g~'(n)| > 0, was auch
zeigt h=1(m) > 0. o

Das letzte Lemma zeigt, dass fiir M # () und M abzihlbar die Elemente von M stets durchnum-
meriert werden konnen (wobei manche Elemente auch mehrere Nummern erhalten konnen).

Lemma A.1.12. Seien M1, M> abzdihlbar, dann ist auch M1 X Mo abzdhlbar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (INg X Ng) abzihlbar ist. Die folgende Tabelle deutet Cantor’s
Diagonalverfahren an und zeigt, wie die Paare abgezihlt werden:

0 1 2 3
0 0 1 3 6
1 2 4 7
2 5 8
3 9
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Insbesondere folgt daraus, dass es eine surjektive Funktion 4 :: Ny — (INg X Np) gibtﬂ Nun
zeigen wir das Lemma: Da M; und M» abzéhlbar sind, gibt es surjektive Funktionen f; : Ng —
M; firi = 1,2. Sei g : (Ng x Ng) — (My X Ms) definiert durch g(i, j) = (f1(D), f2(j)).
SchlieBlich definiere g’ : Ng — (M1 X M>) als g’ (i) = g(h(i)). Da g, h surjektiv sind, ist auch
g’ surjektiv. O

Satz A.1.13. Zu einem Alphabet ¥ ist ¥* immer eine abzdhlbar unendliche Menge.

Beweis. Nummeriere die Worter w € X* wie folgt
* Nummeriere die Worter der Linge 0
* Nummeriere die Worter der Linge 1
* Nummeriere die Worter der Linge 2
* Nummeriere die Worter der Linge 3
Innerhalb einer Lange, nummeriere die Worter anhand ihrer lexikographischen Ordnung. Beach-

te: Diese Nummerierung funktioniert, da es pro fester Linge k nur endliche viele Worter gibt
(s* viele, wenn |Z| = s) O

Definition A.1.14 (Potenzmenge P (M)). Sei M eine Menge. Mit P (M) bezeichnen wir die
Potenzmenge von M, d. h. die Menge aller Teilmengen von M: P(M) .= {N | N C M}.

Mit P.(M) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Teilmengen von M.
Beispiel A.1.15. Sei X ein Alphabet. Dann ist die Menge aller Sprachen iiber ¥ gerade P (X*).

Satz A.1.16. Sei M abzdiihlbar unendlich. Dann ist P (M) nicht abzdhlbar (sondern iiberabzahl-
bar).

Beweis. Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass M abzédhlbar unend-
lich und P (M) abzidhlbar ist. Da (M) nicht endlich sein kann, ist (M) ebenfalls abzihlbar
unendlich. Dann gibt es Bijektionen f : Ny — M und g : Ny — P (M). Definiere die Diago-
nalmenge D := {f(i) | f(i) ¢ g(i),i € Ng}. Da D Teilmenge von M ist (d.h. D C M), ist D
ein Element der Potenzmenge, d. h. D € P (M) und es gibt n € Ny mit g(n) = D. Betrachte nun
die Frage, ob f(n) € D liegt: Einsetzen der Mengendefinition fiir D ergibt ,,f(n) € D g.d. w.
f(n) ¢ g(n)*“ und Einsetzen von g(n) = D ergibt ,,f(n) € D g.d.w. f(n) ¢ D* was einen
Widerspruch darstellt. D.h. unsere Annahme, dass (M) abzihlbar ist, war falsch. O

2Eine andere surjektive Funktionist 2 : No — (NoxNo) mit 2(0) = (0, 0) und h(n) = (i, j) wennn = 20.(2-j+1)
und n > 0, da sich jede positive natiirliche Zahl eindeutig als 2' - (2 - j + 1) (mit i, j € No) zerlegen ldsst.
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A.1.5. Asymptotische Notation

Funktionen f : Ny — Ny, welche die Komplexitit von Algorithmen beschreiben, werden meist
mithilfe der asymptotischen Notation angegeben. Wir betrachten hier nur die O-Notation (gespro-
chen ,,Grof3-Oh-Notation‘). Diese vernachlissigt konstante Faktoren und gibt eine asymptotische
Abschitzung nach oben an. Genauer definiert O(g) eine Klasse von Funktionen:

Definition A.1.17. Fiir eine Funktion f : Ng — Ny gilt f € O(g) g.d. w. es gibt Konstanten
c,ng > 0, sodass fiir alle n > ng gilt: f(n) < c-g(n)

Oft schreibt man anstelle von f € O(g) auch f(n) = O(g(n)). Hierbei ist das Gleichheitssymbol
von links nach rechts zu lesen.

Beispiel A.1.18. Sei f(n) = 3-n?+6n+2. Dann gilt f(n) = O(n?), denn fiir c = 11 und ng = 1
gilt 3-n?+6n+2 < c-n? fiir alle n > ng (verteile die 11n? auf die einzelnen Summanden:
3n? < 3n?,6n < 6n2,2 < 2n? fiirallen > 1).

A.2. Entfernen von ¢-Produktionen in kontextfreien Grammatiken

SeiG = (V,Z, P, S) eine kontextfreie (bzw. regulidre) Grammatik mit £ ¢ L(G). Dann konstruiert
Algorithmus|6|eine kontextfreie (bzw. reguldre) Grammatik G’ mit L(G) = L(G’) und G’ enthilt
keine e-Produktionen.

Die letzte Wiederhole-Schleife ist der interessante Teil des Algorithmus. Hier wird die Re-
gelanwendung A — & sozusagen vorweggenommen und direkt in die Grammatik eingebaut.
Zusammen mit den Schritten zuvor verindert dies die erzeugte Sprache nicht. SchlieBlich ist
noch zu beobachten, dass im Fall einer reguldren Grammatik, die hinzugefiigten Produktionen
immer von der Form A" — a sein miissen und daher dem Format der reguliren Grammatiken
entsprechen. D. h. G’ ist in diesem Fall ebenfalls regulér.

Beispiel A.2.1 (Entfernen von g-Produktionen). Wir entfernen die e-Produktionen der Gram-
matik G = ({A,B,C, D, S},{0,1}, P, S) mit

P={§—> 1A, A—> AB, A—> DA, A—¢, B—0, B—>1, C > AAA, D — 1AC}.

Die Menge der Variablen, die € herleiten, ist W = {A, C} (zundichst wird A eingefiigt, da es
die Produktion A — & gibt, danach wird C eingefiigt, da C — AAA). Loschen der Produktion
A — gergibt PP ={S - 1A,A —> AB,A - DA,B — 0,B —» 1,C —» AAA,D — 1AC}.
Hinzufiigen der Regeln (Loschen von Vorkommen von A, C) ergibt

P={S—> 1A, S—>1, A>AB, A—»B, A—>DA, A—»D, B—0, B—1,
C - AAA, C - AA, C > A, D—> 1AC, D—> 1A, D - 1C, D — 1}.

Dabher ist G’ = ({A,B,C, D, S},{0,1}, P, S).
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Algorithmus 6 : Entfernen von e-Produktionen
Eingabe : Typ i-Grammatik G = (V,X,P,S) mite ¢ L(G),i € {2,3}
Ausgabe : Typ i-Grammatik G’ ohne e-Produktionen, sodass L(G) = L(G’)
Beginn
finde die Menge W C V aller Variablen A fiir die gilt A =" &:
Beginn
W:={A| (A — ¢) € P},
wiederhole
fiige alle solchen A zu W hinzu, fiir die es eine Produktion A — A; ... A,
gibt, sodass fiirallei = 1,...,n: A; € W;
bis sich W nicht mehr dndert;
Ende
P =P\{A—>¢e|(A—>e¢)eP} /* 16sche Regeln A — & */
wiederhole
fiir alle Produktionen der Form A’ — uAv in P’ mit luv| > O und A € W tue
flige die Produktion A" — uv zu P’ hinzu;

/* fiir eine Produktion A” — u’ Av’ Aw’ gibt es (mindestens) zwei Hinzufiigungen: Sowohl
fiir das Vorkommen von A nach u” als auch fiir das Vorkommen direkt vor w’ */
Ende
bis sich P’ nicht mehr dndert;
Gebe G’ = (V, X, P/, S) als Ergebnisgrammatik aus;
Ende
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A.3. Der Satz von Myhill und Nerode

Wir definieren die sogenannte Nerode-Relation (benannt nach Anil Nerode):

Definition A.3.1 (Nerode-Relation ~ ). Sei L eine formale Sprache iiber . Die Nerode-Relation
~r C X* X X" zu L ist definiert fiir alle Worte u,v € £* durch:

U~ v e VYweX:uwel < vwelL

Informell sind # und v dquivalent bez. ~;, wenn sich ihr Enthaltensein in L gleich verhélt
beziiglich beliebiger Erweiterung um denselben Suffix.

Satz A.3.2. Die Nerode-Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitit von ~ gilt genau wie Symmetrie offensichtlich. Transitivitét gilt auch: Wir
nehmen an, dass u#; ~p ug und us ~p us gilt. Sei w € X*. Wenn u;w € L, dann folgt aus
uj ~r us auch usw € L, woraus mit us ~p us wiederum usw € L folgt. Analog kann gezeigt
werden, dass ugw € L auch uyw € L impliziert. Daher gilt uyw € L <= usw € L und damit
Ui ~r us. m}

Wir erinnern, dass eine Aquivalenzrelation die Grundmenge X* in disjunkte Aquivalenzklassen
[u1]~,, [u2]~, ,...zerlegtund dass der Index einer Aquivalenzrelation die Anzahl der disjunkten
Aquivalenzklassen ist (u. U. oo bei unendlich vielen Aquivalenzklassen). John Myhill und Anil
Nerode bewiesen in den 1950er Jahren den folgenden Satz:

Theorem A.3.3 (Satz von Myhill und Nerode). Eine formale Sprache L ist genau dann reguliir,
wenn der Index von ~ endlich ist.

Beweis. Wir haben zwei Richtungen zu zeigen:
1. Wenn L regulir ist, dann ist der Index von ~ endlich.
2. Wenn der Index von ~, endlich ist, dann ist L regulér.
Wir beweisen beide Teile unabhingig voneinander.

1. Sei L regulér und sei M = (Z,Z%, 0, zo, E) ein DFA der L akzeptiert (d.h. L(M) = L).
0.b.d.A. seien alle Zustinde von M vom Startzustand aus erreichbar. Sei ~p,C (X" X X¥)
definiert durch u ~)y v & 6(z0,u) = 6(zp,V), d. h. Worter u, v sind dquivalent bez.
~ ), wenn sie ausgefiihrt auf M zum gleichen Zustand fiihren. Es ldsst sich leicht priifen,
dass ~y; eine Aquivalenzrelation ist. Der Index von =, ist offensichtlich |Z| und daher
endlich. Wir zeigen, dass u ~p; v = u ~ v gilt und damit, dass ~j; die Relation ~
verfeinert, d. h. mehr oder gleich viele disjunkte Aquivalenzklassen als ~; hat. Dann folgt
sofort, dass der Index von ~; hochstens |Z| und daher endlich ist.

Sei u ~p v und w € T*. Dann gilt g(z(), uw) = 3(5(10, u),w) = 3(5(10, V), w) =
6(z0,vw) und damituw € L <= vw € L. Daw beliebig gewihlt war, zeigt dies u ~, v.
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2. Sei der Index von ~ endlich. Dann gibt es n € N und Représentanten u, . . ., u,, sodass
2" = [u1]~., U...U[u,].,. Wir definieren den sogenannten Nerode-Automaten:
Sei M = (Z,%,0, [€]~,,E) ein DFA mit Z = {[u1]~,,.... [un]~. }, 6([ui]~, . a) =
[uia]., fir allea € Zund E = {[u;]~, | i € {1,...,n},u; € L}. Wir zeigen w €
L(M) < w € L:w € L(M) ist dquivalent zu 5([8]~L,w) € E, was (anhand der
Definition von ¢§) dquivalent zu [w]., C L ist, und wiederum dquivalent zu w € L ist.
D.h. der DFA M akzeptiert die Sprache L. m|

Der Satz von Myhill und Nerode gibt eine genaue Charakterisierung der reguldren Sprachen. Er
wird meist dazu verwendet, die Nichtregularitit einer formalen Sprache L nachzuweisen, indem
man zeigt, dass der Index der Nerode-Relation ~;, unendlich ist. Dafiir reicht es aus, unendlich
viele disjunkte Aquivalenzklassen zu finden. Oft findet man diese, indem man versucht fiir alle
i € Ng, Worter u; und w; zu finden, sodass alle u; paarweise verschieden sind, und alle w;
paarweise verschieden sind und u;w; € L, aber ujw; ¢ L fiiri # j.

Beispiel A.3.4. Betrachte die Sprache L = {a"b" | n € N} und deren Nerode-Relation ~p.
Die Aquivalenzklassen [a'b) ., fiir i € N enthalten jeweils alle Worter, denen noch i — 1 b’s
fehlen, um in L enthalten zu sein. Z.B. ist [ab]., = L, [a®b]., = {a®b,a®b? a*b3,..},
[a®b]., = {a®b,a*b? a®b>,a®b*,...}. All diese Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt
bez. ~p, denn fiir w; = pi-1 gilt albw; € L aber a’bw; ¢ L. Daher ist der Index von ~j, nicht
endlich und der Satz von Myhill und Nerode (Theorem [A.3.3)) zeigt, dass L nicht reguldr sein
(was wir bereits wussten, durch Beweis mit dem Pumping-Lemma).

Bisher konnten wir nicht zeigen, dass die Sprache L = {a*b’c! | k,1 € No}U{b, ¢}* nicht regulir
ist, da das Pumping-Lemma nicht anwendbar ist (siche Lemma [3.8.9). Mithilfe des Satzes von
Myhill und Nerode holen wir das jetzt nach:

Satz A.3.5. Die Sprache L = {a*b'c! | k,1 € Ng} U {b, c}* ist nicht reguliir.

Beweis. Betrachte die Aquivalenzklassen [ab’c]., fiir i € N. Diese sind alle paarweise ver-
schieden, da fiir i, j € N mit w; = ¢!~! gilt: ab’cw; € L, aber ab/cw; ¢ L fiir i # j. Der Index
von ~ ist daher co und Theorem[A.3.3|zeigt daher, dass L nicht reguldr ist. O

Beispiel A.3.6. Wir betrachten erneut die Sprache L = {uaav | uv € {a,b}*} iiber T =
{a, b} (alle Worter, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten). Dann hat ~p drei disjunkte
Aquivalenzklassen:

lel., = {w € X" | w enthilt keine zwei aufeinander folgende a und endet nicht mit a}
lal., = {wXZ* | w enthdlt keine zwei aufeinander a und endet mit a}
laal., = {w € X" |w enthdlt zwei aufeinanderfolgende a} = L

Zundichst kann man verifizieren, dass alle Fille erfasst sind, d. h. [€]., U [a]., U [aa]., = Z".
Datfiir muss man sich davon iiberzeugen, dass Worte in den Mengen dquivalent sind und die
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Beschreibungen der Mengen stimmen. ([€]~, sind alle Worte u denen noch ein Wort w aus L
angehdingt werden muss, damit uw € L gilt, [a] ., sind alle Worte u denen noch ein Wort w aus
L oder w = aw’ mitw’ € X* angehdingt werden muss, damit uw € L gilt, [aa]., sind alle Worte
u, fiir die fiir alle w € * gilt uw € L). Die drei Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt:
Fiir € und a gilt mit w = a: ew ¢ L, aber aw € L, d. h. € + a. Fiir a und aa gilt mit w = &:
aw ¢ L aber aaw € L, d. h. a +1, aa und schlieflich gilt fiir € und aa und w = &: ew ¢ L aber
aaw € L, d. h. € +, aa.

Wir erzeugen den DFA (den sogenannten Nerode-Automat), wie er im Beweis von Theorem|[A.3.3]
konstruiert wird. Sei M = (Z,%,6,20,E) mit Z = {[e]~.,,[al~,,[aal-,}, z0 = [e]~,, E =
{laa]-,} und

(lel-.a)=lal-,  6(lal~p.a)=[aal.,  &(laal-,.a)=[aa]-,
5(lel-p.b)=lel-,  o(lal~p.b)=[el-,  6(laal-,.b)=[aal-,

Der Zustandsgraph von M ist

Satz A.3.7. Der Nerode-Automat einer reguldiren Sprache L ist der sogenannte Minimalautomat,
d. h. jeder DFA M’, mit L(M’) = L hat mindestens so viele Zustdnde wie der Nerode-Automat.
Zudem sind alle minimalen DFAs (bis auf Umbenennung von Zustinden) identisch.

Beweis. SeiM = (Z,%, 0, 2o, E) der Nerode-Automat der Sprache Lund M" = (Z', %, 6", zj, E”)
ein beliebiger DFA mit L(M’) = L. Der Beweis von Theorem zeigt, dass =~y eine
Verfeinerung von ~p ist (xpr € ~p)unddass ~p; = ~ gilt. Daherist Index(xp) = Index(=p
) und daher auch |Z’| = Index(=pp) = |Z] = Index(=pr).

Sei nun |Z’| = |Z|, d.h. M’ habe eine minimale Zustandsanzahl. Dann muss aufgrund von
~p C ~p gelten, =p = ~p. Da auch ~p = =y, gilt, folgt, dass f : Z — Z’ mit
f(lulxy,) = f([ul-,) = [u]z;W ein Isomorphismus auf den Zustinden ist. Offensichtlich
giltauch f(6([ul~,,a)) = f(lual~,) = [ualx,, = 6"([ulx,,.a) = 6'(f([ul~,,a)). D.h. die
Automaten M und M’ verhalten sich (bis auf die Umbenennung f) identisch. O

Die letzte Aussage zeigt, dass der Nerode-Automat eindeutig und minimal ist. Beachte, dass
dies fiir NFAs im Allgemeinen nicht richtig ist. Es gibt strukturell unterschiedliche NFAs mit
der selben minimalen Zustandsanzahl. Ein Beispiel (angelehnt an ein Beispiel aus (SchO8))
sind die beiden im folgenden gezeigten NFAs, die beide die Sprache {ua | u € £*} iiber dem
Alphabet X = {a, b} erkennen und die minimale Anzahl an Zustinden besitzen, aber strukturell
verschieden sind:
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a,b b a
a
_>
b

A.4. Operationen auf CFGs

In diesem Abschnitt beweisen wir einige Hilfssitze, die Operationen auf CFGs durchfiihren,
ohne deren erzeugte Sprache zu dndern.

Lemma A.4.1 (Inlining von Produktionen). Sei G = (V, X, P, S) eine CFG, sei A — uBv € P,
seien B — w1 | ... | w, alle Regeln mit B als linker Seite und sei

G' =(V,Z,P\{A > uBv} U{A > uwiv |uwav | ... |uw,v},S).

Dann erzeugen G und G’ dieselbe Sprache, d. h. L(G) = L(G’).

*

Beweis. Sei S = w € X" eine Ableitung von w mit G. Der Syntaxbaum dieser Ableitung kann
leicht modifiziert werden, sodass er einer Ableitung mit G’ entspricht, indem die Ableitungs-
schritte, die A — uBv und anschlieBendes B — w; im Syntaxbaum anwenden, durch einen
Schritt A — uw;v ersetzt werden. Umgekehrt kann jede Ableitung § =, w in eine Ableitung
S =g
ugAvyg =g ugBvyg =G uouw;vvg ersetzt werden. |

w umkonstruiert werden, indem Schritte ugAvg = uguw;vvg durch die beiden Schritte

Lemma A.4.2 (Sharing von Satzformen mit neuen Produktionen). Sei G eine CFG mit G =
(V,Z,PU{A —> w1 ---wy},S). Seien By, ..., B, neue Variablen (d.h. VN {B1,...,B,} =0)
und sei G’ = (VU{By,...,B,},Z,PU{A > By ...B,,,B1 > w1,...,B, = w,},95).

Dann gilt L(G) = L(G’).

Beweis. Jeder Ableitungsschritt uAv =g uw; - - - w,v kann ,ibersetzt“ werden in uAv =g
uBi---B,v :’é/ uwi - - - wuv. Umgekehrt konnen in jeder Ableitung S =>*G, w, die Anwendun-
gen der Regel A — B;---B,, B; — w; identifiziert werden (durch den Syntaxbaum) und die
Ableitung entsprechend umgeordnet werden, sodass diese Schritte stets sequentiell aufeinander
folgen. Fiir jede so normalisierte Ableitung, kann eine Ableitung mit G konstruiert werden. O

Eine Produktion nennt man links-rekursiv, wenn sie von der Form A — Au ist, und rechts-
rekursiv, wenn sie von der Form A — uA ist, wobei in beiden Fillen u eine Satzform ist. Das
folgende Lemma zeigt, wie man links-rekursive Produktionen in rechts-rekursive Produktionen
umformen kann:
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Lemma A.4.3 (Elimination von Links-Rekursion). Sei G = (V, X, P, S) eine CFG mit P =
PU{A > Auy | -+ |Aup | wi | -+ | wm}, wobei A — Auq | -+ | Aup | wr | -+ | wi, alle
Produktionen in P mit Variable A als linker Seite sind, und die Satzformen w1, . . ., wy, alle nicht
mit A beginnen. Sei B eine neue Variable. Fiir die CFG G’ = (VU{B}, X, P”,S) mit

P’=P U{A—->wB| - |wnyB|wi| - |wn, B>uy| - |u,|wB| - - |u,B}

gilt L(G) = L(G").

Beweis. L(G) € L(G’): Betrachte zunichst nur Linksableitungen von A ausgehend, bis zum
ersten Wort, dass kein A am Anfang hat. Dann gilt A = w, ug(1) - - - us() fiir eine Funktion
fA1,...,k} = {1,...,n} (mit k > 0) und ein r € {1,...,m}. Fir G’ kdnnen wir ebenfalls
herleiten A =, wyup(1) - - ug(k), wobei kein B mehr in wyu (1) - - - u(x) vorkommt. Sei nun
w € L(G) und S =, w eine Linksableitung von w mit Grammatik G. Ersetze alle Ableitungs-
sequenzen von xjAxs :>’E; XiWp Up(1) " Up(k)X2 durch x1Axo 22, XIWpl (1) "+ Uf(k)X2-
AnschlieBend sind alle = g-Ableitungsschritte auch = g--Ableitungsschritte und daher gibt es
eine Ableitung S :*G, w.

L(G’) € L(G): Betrachte zunichst nur Rechtsableitungen von A ausgehend, bis zum er-
sten Wort, dass kein B mehr hat. Dann gilt A =, w, up@q)---ugy) fiir eine Funktion
f:A{lL ...k} —>{1,...,n} (mitk = 0)undeinr € {1,...,m}. Dann gibt es (eine Linksablei-
tung) A =5 wy up) - Upk). Seinunw € L(G’) und § =;, w eine Rechtsableitung von w
mit Grammatik G’. Ersetze alle Ableitungssequenzen von x1Axo :>*G, XIWr Up(1) - Uf(k)X2
durch x1Axs :*G X1Wrltp(1) - - Uf(k)X2. AnschlieBend sind alle = -Ableitungsschritte auch

= G-Ableitungsschritte und daher gibt es eine Ableitung S =, w. m|

A.5. Herstellen der Chomsky-Normalform

Wir nehmen im folgenden an, dass € ¢ L(G) und werden zeigen, dass jede solche kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform gebracht werden kann. Diese Umformung geschieht in
mehreren Schritten. Den ersten Schritt haben wir bereits in Algorithmus [6] gemacht, als wir
g-Produktionen entfernten.

A.5.1. Entfernen von Einheitsproduktionen

Im néchsten Schritt mochten wir Produktionen der Form A — B entfernen, wobei A und B
Variablen sind. Diese sogenannten Einheitsproduktionen ,,verldngern® nur die Ableitungen und
es ist intuitiv klar, dass wir auf sie verzichten konnen, indem wir anstatt A = B = w abzuleiten
direkt eine Produktion A — w zur Grammatik hinzufiigen. Allerdings muss man dieses Ersetzen
in der richtigen Reihenfolge tun (wenn w selbst eine Variable C ist, ist das Hinzufiigen von A — C
erst einmal nicht zielfiihrend) und Sonderfille (z.B. A — B und B — A) anders behandeln. Der
Algorithmus|[7] leistet dies.
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Algorithmus 7 : Entfernen von Einheitsproduktionen in einer CFG

Eingabe : Eine CFG G = (V, X, P,S)

Ausgabe : Eine CFG G’ ohne Einheitsproduktionen mit L(G) = L(G’)

Beginn

Erzeuge gerichteten Graph D = (V, E), sodass die Knoten den Variablen V
entsprechen und es je eine Kante (A, B) € E fiir jede Einheitsproduktion
A — B e P gibt;

solange es einen Zyklus (A1, As), ..., (An—1,An), (A, A1) € E gibt tue

Ende

entsprechend in E, P, § um), so dass gilt: A; — A; implizierti < j;
SeiV = {Al, e ,Ak};
fiir i=k bis 1 tue
wenn A; — A; € P dann

P:=PU{A; > wi,....,A; > wu,};
P:=P\{A; — Aj};
Ende
Ende
Gib die so entstandene Grammatik als G’ aus;
Ende

P:=P\{A; > Ao,...,A,_1 > Ay, A, = A1} ; /*entferne die zyklischen Regeln

*/

P :=P[A1/As,...,A1/A,] ; I* ersetze alle Vorkommen von A; durch Ay firi =2,.. ., n
%/

V=V \{A9, As,..., A }; /#16sche Aa, ..., Ay */

S :=S8[A1/As,...,A1/A,] ; I* ersetze Startsymbol durch Ay, fallses A;, 2 < i < n war */

E =E\{(A1,A2),...,(A-1,A,), (A, A1)} /* entferne Zyklus aus Graph */
E :=E[A1/Ao,...,A1/A,] ; I* ersetze alle A; durch A fiiri = 2,...,n in den Kanten */

Sortiere D topologisch und nummeriere die Variablen in V durch (und benenne

seien A; — wi,...,A; — w,, alle Produktionen mit A; als linker Seite;

Beachte, dass die Zyklen durch eine Tiefensuche auf D gefunden werden kdnnen.

Satz A.5.1. Algorithmus|[/|berechnet bei Eingabe einer CFG G mit & ¢ L(G) eine CFG G’, die
keine Einheitsproduktionen hat, sodass gilt L(G) = L(G’). Wenn G keine e-Produktionen hat,

dann hat auch G’ keine e-Produktionen.

Beweis. Wir zeigen:

1. Das Entfernen eines Zyklus verdndert die erzeugte Sprache nicht.

2. Das Entfernen einer Einheitsproduktion A; — A; in der riickwirts-laufenden fiir-Schleife

dndert die erzeugte Sprache nicht.

1. Sei G = (V,%, P,S) die Grammatik mit Zyklus A7 — As,...,A,_1 — A, Ay — Ag
und G’ = (V',Z, P’,S’) die Grammatik nachdem der Zyklus entfernt wurde. Sei o die
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Substitution {A; — A1 | i € {2,...,n}}.

* ,L(G) C L(G")*: Wir zeigen: Fiir alle Satzformen wi,wo € (£ U V)* gilt: Wenn

* n

w1 =g wa, dann o(w1) =g, o(wz2). Sei w1 =7, wo. Wenn n = 0, dann ist
w1 = wo und es gilt o(w1) =, o(w1). Wenn n > 0, dann wy; =g w) =L
ws. Die Induktionsannahme liefert o(w}) =7, o(w2). Wenn w1 = w) mit
einer Regel A; — A; aus dem Zyklus, dann gilt o-(w1) = o-(w}) (und damit auch
o(w1) =g, o(w})) und mit der Induktionsannahme o (w1) =y, o(wz). Wenn
w1 =g w/ mit einer Regel B — w, die nicht vom Zyklus stammt, dann gibt es
die Regel o(B) — o (w) in G" und es gilt w; = uBv und w} = uwv und o (w1) =
o(u)o(B)o(v) =g o(u)o(w)o(v) = o(w)) und mit der Induktionsannahme
folgt o(w1) =, o (wa).

. .L(G') C L(G)*

Sei w € (£ U V’")* eine Satzform mit w =, wg und wy € X*. Mit Induktion iiber
G ¢ Wo- Falls
n > 0, dann w =g w’ :’C‘;Tl wo. Die Induktionsannahme liefert w’ =, wo.
Wenn w =g w’, dann gilt die Behauptung. Anderenfalls muss gelten w = uA;v
und w’ = uo(w;)v mit A; — w; € P. Dann gilt uA1v =g -+ =g uA;y =¢g

uw;v =g uo(w;)v =" wo.

n zeigen wir w =7, wq. Fiir n = 0 gilt w = wg und damit auch w =

*

G
(XN V)*, denn wir konnen durch Anwenden der Regeln jedes Vorkommen von A; in

w in A7 umbenennen.

Beachte, dass wir hierbei benutzen, dass gilt: uwv =%, uo(w)v fiir alle u,v,w €

2. Die Korrektheit des Entfernens der Einheitsproduktionen folgt aus Lemmal[A.4.1]

SchlieBlich miissen wir noch beobachten, dass das Verfahren terminiert und keine neuen Einheits-
produktionen einfiihrt. Die Solange-Schleife terminiert, da mit jeder Elimination von Zyklen ein
Zyklus entfernt wird und keine neuen Zyklen eingefiihrt werden. Die Fiir-Schleife terminiert of-
fensichtlich. Da die Produktionen entsprechend der topologischen Sortierung behandelt werden,
werden keine Einheitsproduktionen eingefiihrt: Wenn A; — A entfernt wird, wurden bereits alle
Einheitsproduktionen A; — Ay entfernt, d. h. alle rechten Seiten w1, ..., w,, der Produktionen
fiir A; konnen nicht nur aus einer Variablen bestehen.

Der zweite Teil des Satzes gilt, da simtliche Schritte keine e-Produktionen einfiihren, sofern die
Eingabegrammatik keine e-Produktionen enthlt. O

A.5.2. Ersetzen von Terminalen und Zerlegen von langen rechten Seiten

Nach Entfernen der e-Produktionen und der Einheitsproduktionen, konnen wir die Chomsky-
Normalform herstellen, indem wir zuerst alle Terminalsymbole a, die in rechten Seiten vorkom-
men (aber deren rechten Seiten nicht nur aus a bestehen) durch A, ersetzen und Produktionen
A, — a hinzufiigen. Anschlieend sind alle Regeln von der Form A — a oder Regeln der Form
A — Bi - B, mit m > 1. Falls im zweiten Fall m > 2 gilt, dann miissen wir die Regel noch
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zerlegen in mehrere Regeln (durch Einfiihren von neuen Variablen). Algorithmus [§]formalisiert
diese Schritte.

Algorithmus 8 : Herstellung der Chomsky-Normalform

Eingabe : CFG G mite ¢ L(G)

Ausgabe : CFG G’ in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G")

Beginn
Entferne die e-Produktionen in G mit Algorithmus [6]und entferne anschlieBend die

Einheitsproduktionen mit Algorithmus
Sei G’ = (V’,Z, P’,§’) die entstandene Grammatik;
fiir alle a € X tue
/* Fiihre neue Variable A fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */

G =V U{ALZ{A > w[Ay/a] | A > we P und |w| > 1}
U{A>w|A—>weP und|w|l=1} U{A, — a},S)

Ende
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder A — By -+ By, mitm > 2 */
firalle A — By ---B,, € P mitm > 2 tue

Seien C1q, ..., C,,—9 neue Variablen;

V' =V u{Cy,..., Cm_g};

/* Ersetze in P’ die Produktion A — Bj - - - By, durch neue Regeln */

P":=(P'\{A > Bi---Bn})

U{A — B1C1} U {Ci — Bi1Ciy | fliri=1,...,m— 3} U {Cm_g — Bm_le};

Ende
Ende

Theorem A.5.2. Fiir CFGs G mit € ¢ L(G) berechnet Algorithmus|8| eine dquivalente CFG in
Chomsky-Normalform.

Beweis. Die Aquivalenz der erzeugten Sprache ergibt sich aus Satz fiir das Entfernen der
e-Produktionen, aus Satz[A.5.T|und aus Lemmal[A.4.2]fiir die weiteren Schritte des Algorithmus
(Einfiihren von Produktionen fiir A — aund A — By - - - B,;,). SchlieBlich verifiziert man leicht,
dass die Ausgabe-Grammatik in Chomsky-Normalform ist. |

Beispiel A.5.3. Wir verwenden Algorithmus [8zum Berechnen der Chomsky-Normalform fiir die
Grammatik Go = ({A,B,C, D, S},{0, 1}, Pg, S) mit

Pp={§S > 1A, A—> AB, A—> DA, A—¢, B—>0, B—>1, C > AAA, D — 1AC}.

Entfernen der e-Produktionen (siehe Beispiel liefert die Grammatik G, = (V, X, P1,S)
mit

Pi={S—> 1A, S—>1, A->AB, A—» B, A—> DA, A—» D, B—0, B—1,
C—> AAA, C > AA, C—> A, D—> 1AC, D—-> 1A, D —» 1C, D — 1}.
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Wir wenden Algorithmus [/] an, um Einheitsproduktionen zu entfernen. Der gerichtete Graph
ist D = ({S,A,B,C,D},{(A,A),(A,B),(A,D),(C,A)}) und hat keine Zyklen. Wir erhalten
daher:

Po={§—> 1A, S—>1, A-AB, A—-B, A—-> DA, A—-D, B—0, B—>1,
C—> AAA, C > AA, C—> A, D—> 1AC, D—-> 1A, D —» 1C, D — 1}.

Topologisches Sortieren und Umbenennen der Variablen, sodass ,,A; — Aj implizierti < j*
gilt, erfordert eine Umbenennung, welche die Beziehungen ,,A < B“, ,A < D*“, ,C < A“
erzeugt. Wir wiihlen die Umbenennung p mit p(C) = A1, p(A) = Az, p(B) = A3, p(D) = Ay,
0(S) = As. Das liefert uns G3 = ({A1, Ao, A3, Ay, As}, 2, P3, As) mit

P3={A5 > 1As, A5 = 1, Az = A2A3, Ay — A3, Az > AyAs, Ay — Ay, A3 — 0, A3 — 1,
A1 - AQAQAQ, A1 e A2A2, A1 i AQ, A4 —- 1A2A1, A4 e 1A2, A4 - 1A1, A4 - 1}

Nun lduft die Fiir-Schleife fiir i von 5 bis 1. Fiiri = 5,1 = 4,1 = 3 gibt es jeweils keine Produktion
der Form A; — Aj. Fiiri = 2, wird Ay — Ag ersetzt durch Ay — 0, Ay — 1, und Ay — Ay
wird ersetzt durch Ay — 1A9A1, Ay — 1Ay, Ay — 1A und Ay — 1. Danach ist

Py={A5 — 1Ay, A5 — 1, Ay > A3A3, A3 —» 0, Ay = 1, Ay — A4Ar, Ay — 1A2A4,
AQ el 1A2, AQ — 1A1, A3 e 0, A3 e 1, A1 e A2A2A2, Al — A2A2, Al e A2,
A4 — 1A2A1, A4 — 1A2, A4 — 1A1, A4 — 1}.

Fiiri = 1 wird Ay — As ersetzt durch A1 — AsAs, A1 —> 0, A1 —> 1, Ay > A Ao,
Ay — 1A3A1, Ay — 1A und A1 — 1A1. Daher ist die Grammatik nach Entfernen der
Einheitsproduktionen: Gs = (Vs, Z, Ps, As) mit Vs = {A1, Ag, A3, A4, As} und

P5 = {A5 b 1A2, A5 b 1, AQ b A2A3, A2 - 0, A2 i 1, A2 i A4A2,A2 bl 1A2A1,
AQ — 1A2, AQ g 1A1, A3 i 0, Ag e 1, Al e A2A2A2, A1 e AQAQ, A1 — A2A3,
Al - 0, A1 - 1, Al i A4A2, Al i 1A2A1, Al d 1A2, Al i 1A1, A4 i 1A2A1,
A4 —d 1A2, A4 - 1A1, A4 i 1}

Nun wird Algorithmus [§ fortgesetzt und zundichst werden alle Terminalsymbole durch neue
Produktionen dargestellt: Dies seien By — 0 und B1 — 1. Ersetzen aller Vorkommen von 0
durch By und 1 durch By in rechten Seiten mit Wortlinge > 1 ergibt daher:

P6 = {BO — 0, Bl — 1, A5 - BlAQ, A5 -1, AQ e A2A3, A2 — 0, Ag — 1, Ag - A4A2,
AQ - BlAQAl, Ag — B1A2, AQ — BlAl, A3 i 0, A3 d 1, Al — A2A2A2,
A1 — AQAQ, A1 — A2A3, A1 — 0, A1 — 1, A1 — A4A2, A1 — BlAQAl, A1 — BlAQ,
Al i BlAl, A4 — BlAQAl, A4 — BlAQ, A4 — BlAla A4 — 1}

Schlieflich werden alle rechten Seiten mit Linge > 3 durch Einfiihren neuer Variablen zerlegt,
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sodass wir als Ausgabegrammatik G7 = (V7, 2, P7, As) in Chomsky-Normalform erhalten, wobei

Vz ={A1, Az, A3, A4, As, Bo, B1, C1, C2, C3, Cu }

P;={By— 0, By > 1, A5 > B1Ay, A5 —> 1, Ay — A3A3, A3 > 0, Ay > 1, Ay > A4As,
AQ - BlCl C1 — A2A1, A2 - B1A2, A2 — BlAl, A3 — 0, A3 — 1,
Al — AQCQ, C2 - AQAQ, A1 — A2A2, Al i A2A3, Al — 0, A1 - 1, Al - A4A2,
A1 4 31C3, C4 — A2A1, A1 — BlAQ, A1 — BlAl, A4 — 31C4, C4 — A2A1,
A4 — BlAQ, A4 — BlAla A4 — 1}

A.6. Herstellen der Greibach-Normalform

Algorithmus [J] fiihrt die Umformung einer CFG in Chomsky-Normalform in die Greibach-
Normalform durch. Die geschachtelten fiir-Schleifen fiir ; und j eliminieren Produktionen der
Form A; — Aju miti > j: Firi > j, wird das Vorkommen von A; am Anfang der rechten
Seite durch Hineinkopieren der Regel fiir A; (d.h. deren rechten Seite) ersetzt, wobei alle
Moglichkeiten in Betracht gezogen werden miissen. Die Korrektheit dieser Ersetzung folgt aus
Lemma [A.4.1] Fiir den Fall A; — A;u wird die Elimination der Links-Rekursion, wie wir sie
in Lemma gesehen haben, angewendet. Nach Abschluss der geschachtelten fiir-Schleifen,
sind Regeln der Form A; — Aj;u nur noch moglich, wenn j > i gilt. Daher muss jede Regel
mit A, (der ,,grof3ten Variablen*) als linker Seite von der Form A,, — u sein, wobei u nicht mit
einer Variablen (und daher mit einem Symbol aus X) beginnt. Deshalb kénnen wir sukzessive
die Regeln fiir A,, dann fiir A,_1, u.s. w. hineinkopieren in Regel der Form A; — Aj;u (und
A durch alle Moglichkeiten ersetzen): Nach dem Behandeln von A,,, kommt kein A, mehr in
der Form A; — A,u vor, nach dem Behandeln von A,,_; kommt kein A, _1 mehr in der Form
A; — A,_qu vor u.s.w., so dass am Ende keine Regeln mehr die Form A; — Aju hat. Die
Korrektheit der Ersetzungen folgt aus Lemmal[A.4.1]

Da die anfingliche Grammatik in Chomsky-Normalform, sind alle Regeln, die mit A; begin-
nen, danach in Greibach-Normalform. Die im Rahmen der Elimination der Links-Rekursion
eingefiihrten Regeln mit B; als linker Seite, hingegen miissen noch einmal durch hineinkopieren
der A;-Regeln behandelt werden, was in der letzten fiir-Schleife geschieht. Die Korrektheit der
Ersetzungen folgt erneut aus Lemma[A.4.1]

Fiir die Korrektheit des gesamten Algorithmus muss man verifizieren, dass die in den Kommenta-
ren angegebenen Invarianten tatséchlich erfiillt sind, und daher am Ende, sdmtliche Produktionen
entsprechend der Greibach-Normalform von der Form A — au mita € X, u € V* sind.

Insgesamt lisst sich jede CFG (die nicht das leere Wort erzeugt) zunichst in Chomsky-
Normalform und anschliefend mit Algorithmus[9]in Greibach-Normalform transformieren. D. h.
wir haben den folgenden Satz gezeigt:

Satz A.6.1. Zu jeder CFG G mit & ¢ L(G) gibt es eine CFG G’ in Greibach-Normalform, sodass
L(G) = L(G’) gilt.
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Algorithmus 9 : Herstellen der Greibach-Normalform
Eingabe : CFG G = ({A1,...,A,}, %, P, A;) in Chomsky-Normalform mit € ¢ L(G)
Ausgabe : CFG G’ in Greibach-Normalform mit L(G) = L(G’)
Beginn
/* Ziel der geschachtelten Fiir-Schleife ist, dass es Regeln A; — A ju nur gibt, wenn j > i gilt. */
fiir i = 1 bis n tue
fiir j =1 bisi — 1 tue

/* Ersetzen der Regeln A; — Aju miti > j */
fiir alle A; — Aju € P tue
Seien A; — wq | -+ | wy, alle Regeln in P mit A; als linker Seite;
Ersetze A; — Ajudurch A; —» wqu | ... | wyuin P;
Ende
Ende
/* Ersetzen der Regeln A; — Aju */

wenn A; — A;u € P dann
Wende Lemma an, um die links-rekursiven Regeln fiir A; zu ersetzen;
Sei B; die dabei neu erzeugte Variable;

Ende
Ende
/* Nun gibt es nur noch Regeln der Form A; — Aju mit j > i. */
/* Insbesondere gilt damit auch fiir alle Regeln A, — u: u beginnt mit einem Zeichen aus X */
/* Ziel der nichsten Schleife: Ersetze alle Regeln A; — A ju mit j > i */

fiiri =n -1 bis 1 tue
firalle A; > Aju € P, j >1itue

Seien A; — wyq | -+ | wy, alle Regeln mit A; als linker Seite;
/* Beachte: Alle wi, ..., w,, fangen mit Zeichen aus ¥ an, da Schleife absteigend lduft — */
Ersetze A; — Ajudurch A; —» wiu | -+ [ wyuin P;
Ende
Ende
/* Nun sind alle Regeln mit A;,7 = 1,. .., n als linker Seite in Greibach-Normalform, behandle noch
die eingefiihrten Regeln mit B; als linker Seite */

fiir i = 1 bis n tue
fiir alle B; — Aju € P tue

Seien A; — w1y | --- | wy, alle Regeln mit A; als linker Seite;
Ersetze B; — Aju durch B; = wiu | -+ | wyu in P;
Ende
Ende
Ende
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Beispiel A.6.2. Betrachte G = ({A1, As, As}, {a,b,c,d}, P, A1) mit

P={A; - AAz | a,
Ay — A1A3 | A3As3,
A3 - AgC | d}

Beim Durchlaufen der doppelt-geschachtelten ,, Fiir “-Schleifen, wird zundichst fiiri = 1und j = 1
die Produktion A1 — A1As ersetzt durch Ay — aB1 | a und B — As | AsBy, d. h. danach ist
die Menge der Produktionen
P1 = {Al — a31 |a,
Az — A1A3 | AsAs,
A3 — A3C | d,
By — Az | A2B1}.

Fiiri = 2 und j = 1 wird die Produktion As — A1As ersetzt durch Ay — aB1As | aAs, d. h. die
Menge der Produktionen ist danach

Py ={A1 — aB|a,
Ag — aB1A3 | aAs | A3As,
A3 i A3c | d,
B, — As | A9By).

Fiiri =3 und j = 3wird A3 — Asc ersetzt durch As — d | dBs, B3 — ¢ | ¢Bs, d. h. die Menge
der Produktionen ist danach

P3={A1 — aB|a,
Ag — aB1A3z | aAs | A3As,
A3 — d | ng,
By — As | A2By,
B3 — ¢ | ¢Bs}.

Durchlaufen der ,, Fiir i = n — 1 bis 1“-Schleife ersetzt Ao — A3As durch As — dAs | dB3As,
d. h. die Menge der Produktionen ist danach

Py ={A; — aB |a,
As — aB1As3 | aAs | dAs | dB3As,
A3 —d | ng,
B1 — Ay | A2By,
Bs — ¢ | ¢Bs}.
Durchlauf der letzten ,, Fiir “-Schleife ersetzt
* Bl — A2 durch Bl — aBlAg | aA3 | dAg | ngAg, und

® Bl — A231 durch Bl — aBlAgBl I aA331 | dAgBl I ngAgBl
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was insgesamt die Grammatik G’ = ({A1, Ao, As, Ay, B1, B3}, {a,b,c,d}, P’, A1) mit

P = {A1 —>aB1 |a,
As — aB1As | aAs | dAs | dBsAs,
Az — d | dBs,
Bl — aBlAg | aA3 | dAg | ngAg | aBlAgBl | aA381 | dAgBl | ngAgBl,
Bs — ¢ | ¢Bs}.

als Ausgabe (in Greibach-Normalform) erzeugt.

A.7. Die Kuroda-Normalform fiir kontextsensitive Grammatiken

Ahnlich zur Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Grammatiken, gibt es die sogenannte Kuroda-
Normalform (benannt nach dem japanischen Linguisten Sige-Yuki Kuroda) fiir kontextsensitive
Grammatiken:

Definition A.7.1. Eine Typ I-Grammatik G = (V,Z, P, S) ist in Kuroda-Normalform, falls alle
Produktionen in P einer der folgenden vier Formen entsprechen:

A—>a A—>B A — BC AB —- CD

wobeia € Xund A,B,C,D €V.

Die ersten drei Formate sind auch fiir kontextfreie Sprachen erlaubt (wobei Regelformat 1 und 3
die erlaubten Formate fiir CFGs in Chomsky-Normal sind). Die Kuroda-Normalform ,,erweitert*
kontextfreie Grammatiken daher um Regeln der Form AB — CD.

Satz A.7.2. Sei L eine kontextsensitive Sprache mit € ¢ L. Dann gibt es eine Grammatik in
Kuroda-Normalform, die L erzeugt.

Beweis. Da L eine kontextsensitive Sprache ist, gibt es eine Typ 1-Grammatik G = (V, X, P, S)
mit L(G) = L. Wende Algorithmus[I0|mit G als Eingabe an. Die Ausgabegrammatik G’ erfiillt
die Aussage: Zunéchst ist klar, dass die Ausgabe in Kuroda-Normalform ist, da nicht konforme
Produktionen durch konforme ersetzt werden. Wir begriinden, dass die einzelnen Modifikationen
die erzeugte Sprache nicht verdandern:

Das Einfiihren der Produktionen A, — a und das Entfalten der Produktionen A — By --- B,
kennen wir bereits von der Herstellung der Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Grammatiken
und es verdndert dort wie auch fiir kontextsensitive Grammatiken die Menge der ableitbaren
Worte nicht.

Wir betrachten eine einzelne Ersetzung einer Regel A;--- A, — Bi---B, (n = m + 2) in
mehrere Regeln wie in Algorithmus [10| beschrieben. Sei Gy die Grammatik vor der Ersetzung
und G die Grammatik danach. Ein Ableitungsschritt @A - - - A,,@” =g, aB; - - - By’ kann mit
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m—2

G in mehreren Schritten durchgefiihrt werden: @A; - - - A0’ =G, @B1D24As - A’ =6,

aBi- By_1Da’ ﬁgl aBi---Bp_2D,_ 10’ =g, aBy---B,a’

Da die Variablen D; neu sind, und jede Variable D; nur einmal in einer linken Seite einer
Produktion vorkommt, muss jede Ableitung fiir ein Wort w € X* mit Grammatik G; sdmt-
liche neuen Produktionen in der gegebenen Art und Weise verwenden (anders konnen keine
Terminalzeichen erzeugt werden), d.h. wenn @A;Aze’ =G, aBiDaad’ :>"(‘;1 w, dann las-
sen sich alle Ersetzungen von D; fiir i = 2,...,n — 1 in der Ableitung identifizieren und es
ergibt sich, dass @’ = As--- A,a” gelten muss und sich die Ableitung umsortieren lidsst zu
aAq---Aya’ zgl aBy---Bpa” :]gl w mit k = k1 + ko und k; > 0, was zeigt, dass

ko

@Ay Apd” =g, aB1---Bya”’ =5 w. Diese Riickiibersetzung in eine Ableitung fiir Go

Gy
kann nun fiir die restlichen ko Schritte B - - - B,a”’ :>]é;21 w wieder angewendet werden. Wichtig
ist hierbei, dass diese Ersetzung terminiert, was stimmt, da k2 < k gelten muss. O

A.8. Beweis des Satzes von Kuroda

Satz A.8.1. Jede kontextsensitive Sprache wird von einem LBA erkannt.

Beweis. Sei L eine Typ 1-Sprache. O.B.d.A. nehmen wir an, dass G = (V, %, P, S) eine Gram-
matik in Kuroda-Normalform ist. Wir konstruieren eine nichtdeterministische Turingmaschine,
die als Bandalphabet I" zumindest ((X U V) U TUVuU 0) € I' verwendet. In den folgenden
Erlduterung erwahnen wir das speziell markierte letzte Zeichen auf dem Band nicht explizit,
gehen aber davon aus, dass der LBA entsprechend Riicksicht darauf nimmt und notwendige
Ersetzungen macht bzw. definierte §-Ubergiinge hat. Der LBA versucht (nichtdeterministisch)
aus einem Wort w € X* das Startsymbol § der Grammatik riickwérts herzuleiten, indem er
Produktionen £ — r € P riickwirts auf das Wort anwendet, d. h. der LBA sucht nach Vorkom-
men von r in der aktuellen Eingabe und ersetzt diese durch die linke Seite £. Fiir Produktionen
A — a,A - B, AB — CD veridndern diese Ersetzungen die Wortlidnge nicht. Fiir den Fall
A — BC muss das Teilwort BC durch A ersetzt werden. Dies geschieht indem BC durch OA
ersetzt wird und anschlieBend werden alle Zeichen von links um 1 nach rechts verschoben. Wenn
auf dem Band ausschlieBlich das Startsymbol S steht, dann geht der LBA in einen akzeptierenden
Zustand. Beachte, dass der LBA nichtdeterministisch ist, denn er kann einerseits frei wihlen,
welche Produktion aus P riickwirts angewendet wird und andererseits fiir eine feste Produktion
¢ — r kann er eines von verschiedenen Vorkommen von r im aktuellen Bandinhalt auswihlen.

Da G in Kuroda-Normalform ist, kann die Suche nach einer rechten Seite r, folgendermalien
,programmiert” werden: Beginne links an der Eingabe und laufe diese durch. Speichere im
aktuellen Zustand, dass Symbol links vom Schreib-Lesekopf (d. h. fiir jedes Symbol in X gibt es
einen eigenen Zustand) und entscheide mit dem aktuellen Symbol, ob es eine passende Produktion
gibt (da rechte Seiten von Produktionen in Kuroda-Normalform aus maximal 2 Zeichen bestehen,
geniigt dies).
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Algorithmus 10 : Herstellung der Kuroda-Normalform
Eingabe : Eine Typ 1-Grammatik G = (V,X, P, S) mit ¢ ¢ L(G)
Ausgabe : Eine Typ 1-Grammatik in Kuroda-Normalform die L(G) erzeugt.
Beginn
fiir alle a € X tue
/* Fiihre neue Variable A fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */

G = (VU{Au}, Z,{l[Aa/a] = r[Aa/a] | € — r € P},S);
Ende
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder Ay --- Ay — By -+ By mit A;, Bj €V */
firalle A » By---B,, € P mitn > 2 tue

Seien C1, ..., C,_9 neue Variablen;

V=VU{C,...,Ch_o};

/* Ersetze in P die Produktion A — Bj - - - B,, durch neue Regeln */

P:=(P\{A — B1---Byn})

U{A = B1C1} U{C; = Biy1Cinr |i=1,...,n =3} U{Cpr2 = By_1B,};

Ende
fiiralle A1 ---A,;, > B1---B,, € Pmit(m > 2odern > 2)undn > m + 2 tue
Seien Do, ..., D, _1 neue Variablen;
V:=VU{Ds,....,D,_1};
/* Ersetze Ay - -+ Ay, — By - - - By durch neue Regeln */
P:=(P\{A1---Ap — B1---By})

U{A1As — B1Do} U{D;Aj;1 > BiDiy1 |i=2,...,m—1}

U{Di - BiDi+1 | i= m,...,n— 2} U {Dn—l e Bn_an}

Ende
firalle A---A, > By---B,41 € Pmitn > 2 tue
Seien Do, ..., D, neue Variablen;
/* Ersetze in P die Produktion Aj -+ A;; — Bj - - - By41 durch neue Regeln */
V:i=VU{Do,...,D,_1};
P:=(P\{A1--+Ay — B1---Bn}) U{A1A2 — B1D2}
U{D;Ai+1 = BiDiy1 |i=2,...,n =1} U{D, — B;Bus1}

Ende
furalle A,---A, > By---B,, € Pmitn > 2 tue
Seien Do, ..., D,_1 neue Variablen;
V:=VU{Do,...,D,_1};
/* Ersetze in P die Produktion Ay --- A, — B1 --- By durch neue Regeln */
P:=(P\{A1---Ay, = B1---B,}) U{A1A2 — B1D3}
U{D;Aiy1 = BiDiy1 |i=2,...,n =2} U{D,_1A, = By-1B,}

Ende
Gebe die so entstandene Grammatik aus;
Ende
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Fiir Produktionen A — @ und A — B wird das aktuelle Symbol durch A ersetzt, anschlieSend
wird der nichste Schritt gestartet (d. h. es gibt einen Zustand, der den Schreib-Lesekopf nach
links féhrt). Fiir Produktionen AB — CD, wird B geschrieben und der Kopf nach links wechseln,
dann A geschrieben und der néchste Schritt gestartet. Fiir Produktionen A — BC schreibe A und
wechsele nach links, schreibe O, fahre ganz nach links und starte Prozedur zum Verschieben der
Zeichen nach rechts, solange bis die Liicke geschlossen ist. Diese Prozedur funktioniert so, dass
der Zustand zunichst das linkeste Symbol speichert, und anschlieBend nach rechts iiber das Band
lauft und das gespeicherte Symbol mit dem gelesenen Symbol vertauscht. Das Vertauschen wird
beendet, nachdem O mit einem anderen Symbol vertauscht wird.

Da fiir alle Produktionen £ — r € P gilt |£| < |r| werden nur Teilworte r durch gleichlange oder
kiirzere Teilworte [ ersetzt, daher kommt die Turingmaschine mit dem durch die Eingabe zur
Verfiigung gestellten Platz aus und kann als LBA programmiert werden. m|

Bemerkung A.8.2. Die Konstruktion im Beweis des letzten Satzes kann auch fiir beliebige
Typ 1-Grammatiken (die nicht notwendigerweise in Kuroda-Normalform sind) angepasst werden.
Die Suche nach einem Teilwort r wird dann komplizierter, da innerhalb der Zustinde der TM
kodiert nicht nur ein Zeichen gespeichert werden muss, sondern maximal q — 1 Zeichen, wobei
q die Linge der lingsten rechte Seite aller Produktionen ist. Trotzdem reichen endlich viele
Zustdnde dafiir aus und die TM kommt mit linear beschrinktem Platz aus (und kann daher als
LBA konstruiert werden).

Fiir Typ 0-Grammatiken kann es Produktionen der Form ¢ — r mit |r| < |£| geben, sodass
einerseits mehr Platz benotigt wird und andererseits die Konstruktion der TM etwas aufwendiger
ist, da sie Platz schaffen muss (was aber trotz allem moglich ist). Daher kann man auch eine
NTM M (aber keinen LBA!) fiir Typ 0-Grammatiken G konstruieren, sodass L(M) = L(G) gilt.

Satz A.8.3. Jede Typ i-Sprache (fiir i=0,1,2,3) wird von einer nichtdeterministischen Turing-
Maschine akzeptiert.

Wir betrachten nun die andere Richtung:
Satz A.8.4. Sei M ein LBA. Dann ist L(M) eine kontextsensitive Sprache.

Beweis. Basierend auf dem LBA M = (Z,X U i I', 8, zg, O, E) Konstruieren wir eine kontext-
sensitive Grammatik G, sodass L(G) = L(M) gilt. Die Idee fiir die Grammatik ist es, zunéchst
ein beliebiges Wort aus £* zu generieren, dann den Ablauf der Turingmaschine auf diesem Wort
mithilfe der Grammatik zu simulieren, und schlieBlich falls die Turingmaschine akzeptiert, das
Wort endgiiltig herzustellen. Damit das Ganze gelingt, wird zunéchst nicht nur das Wort aus
¥*, sondern gleichzeitig die Startkonfiguration der Turingmaschine erzeugt. Die gleichzeitige
Erzeugung funktioniert, indem wir ganz spezielle Symbole fiir die Menge der Variablen der
Grammatik verwenden: Einerseits neue Variablen S und A und andererseits Tupel (die wir iiber-

einander schreiben) <z> wobei u € X und v € I' U (ZT). Die unteren Komponenten der Tupel
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sind entweder Bandinhalte oder ein Paar bestehend aus Zustand und Bandinhalt. Die Regeln zur
gleichzeitigen Erzeugung eines Wortes w € X* und der Startkonfiguration von M fiir das Wort

e afeesfoo e

Worte w € L(M) mit |w| < 2 kénnen dadurch nicht erzeugt werden, diese werden durch extra
Regeln direkt aus S erzeugt (das sind nur endlich viele): Sei Pp = {S —» w | |w| < 2,w € L(M)}.

Fiir alle anderen Worte w = ay---a, € X" gilt S =p, A<?\"> ﬁ*P < = ><a2>---<f{">
an Lt \zoai/ \a2 an

Lesen wir die obere Reihe des erzeugten Wortes, ist dies w und die untere Reihe entspricht der
Startkonfiguration zgay - - - a,_1a, von M fiir w.

Der niéchste Regelsatz Ps bildet die Transitionsrelation fiir M anhand der Definition von ¢ nach:
dpn
Vn
von Buchstaben unverindert (da sie nur die Konfiguration des LBA verindern). d. h. wenn wir
Regeln P§™" haben, dann konnen wir den gesamten Regelsatz definieren durch

e
i

Wir definieren nun P§™e":

Alle diese Regeln operieren auf den Tupelsequenzen <:1> e < > und lassen die obere Folge
1

v u/ ’

a> <b> — <a> <b> | a,b € Zund uv — u'v’ € Py (mitu,v,u’,v' €T U (ZF))}
u v

a
u

> - <a,> laeZundu — u' € Py (mitu,u’ e "'U (ZF))}
u

Py :={cza — Z'cb | firallec € T'und (z,b, L) € 6(z,a)}
U{zac — b7c| firalle c e T und (z’,b,R) € §(z,a)}
U{za — zb | fiirallec € T'und (z’,b,N) € 6(z,a)}

Es lasst sich priifen, dass aus wzw’ v}, uz’u’ auch wzw’ :;umen uz'u’ folgt, wobei die Darstel-
lung von z, 7’ entsprechend geédndert ist, d. h. sie tauchen in der Ableitung nur verbunden mit
einem Zeichen aus I" auf (hier mit dem ersten Zeichen von w’ bzw. u’).

Der dritte Regelsatz P3 hat die Aufgabe nach Akzeptieren des LBA, aus den Tupelsequenzen das
Wort a; - - - a, zu erzeugen.

P3:={<ZZ>—>b|zeE,aeF,b€E}U{<Z>—>b|a€r,b€2}

., (41 am Am+1 Am+2 dan .
Es gilt . e =" ---a,. Beachte, dass die Regeln aus P
& <b1> <bm><zbm+1> <bm+2> <b> py 41777 dn e TegeTh Al B
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a;

auch in Nicht-Zielzustédnden einzelne Tupel < b > in a; umformen konnen, aber niemals ein Tupel

l
ai
Zbi 0§

herleiten.

< di > mit z ¢ E. Da die < > Variablen der Grammatik sind, ldsst sich daher kein Wort aus X*

SchlieBlich sei G = ({S,A} U {<u> lueXZ,vel'u (ZF)} ,2,PgU Py UP3U P3,S|. Dann
v

gilt fiir alle w € £*: § =, w genau dann, wenn w € L(M).

Des weiteren gilt, dass G eine kontextsensitive Grammatik ist, da es keine verkiirzenden Regeln
gibt. m|

A.9. Der Satz von Rice

Der folgende Satz (von Henry Gordon Rice im Jahr 1953 veroffentlicht, (Ric53)) zeigt, dass
quasi jede interessante Eigenschaft von Turingmaschinen algorithmisch nicht entscheidbar ist.
Z.B. zeigt der Satz, dass die Sprache L = {w | M,, berechnet eine konstante Funktion} nicht
entscheidbar ist.

Satz A.9.1 (Satz von Rice). Sei R die Klasse aller Turingberechenbaren Funktionen. Sei S eine
beliebige Teilmenge, sodass 0 C S C R. Dann ist die Sprache

C(S) = {w | die von M,, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Beweis. Sei Q die iiberall undefinierte Funktion. Offensichtlich gilt Q € R. Nehme an, dass
Q ¢ S gilt. Da @ c S, gibt es eine Funktion g € S, die von einer Turingmaschine Q berechnet
wird.

Sei M* eine Turingmaschine, die bei Eingabe y und einer weiteren Turingmaschine M das
folgende macht:

1. Simuliere M auf leerer Eingabe.
2. Wenn M anhilt, dann simuliere Q mit Eingabe y.

Sei f die Funktion, die aus einer Beschreibung w fiir TM M,,, die Beschreibung der TM M,
erstellt.
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Dann gilt: w € Hy M,, hilt auf leerer Eingabe

M, berechnet g

die von M, berechnete Funktion liegt S

flw) € C(S)

M, hilt nicht auf leerer Eingabe

M, berechnet Q

die von M;, berechnete Funktion liegt nicht in S

fw) ¢ C(S)

und ebenso: w ¢ Hy

I T

Damit haben wir gezeigt: w € Hy < f(w) € C(S) und somit Hy < C(S) und da Hy
unentscheidbar ist, ist damit auch C(S) unentscheidbar.

Wenn Q € S gilt, dann zeige mit obigem Beweis, dass Hy < C(R \ S). Dann folgt aus der
Unentscheidbarkeit von C(R \ &) auch die Unentscheidbarkeit von C(R \ ) = C(S) (dies ist
eine Konsequenz aus Korollar[7.3.3). |

A.10. Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems

Wir zeigen die Unentscheidbarkeit des PCP durch zwei Reduktionen: Wir zeigen sowohl H <
MPCP als auch MPCP < PCP. Dabei ist MPCP das modifizierte PCP, welches nur Lésungen
erlaubt, die mit dem Spielstein der ersten Bauart beginnen.

A.10.1. MPCP < PCP

Definition A.10.1 (Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem). Gegeben sei ein Alphabet
¥ und eine Folge von Wortpaaren K = ((x1,y1), ..., (Xk, Y&)) mit x;, y; € Z*. Das Modifizierte
Postsche Korrespondenzproblem (MPCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine
Folge von Indizes 1,i, . .. i, mitij € {1,...,k} gibt, sodass x;, - - x;, = yi, - Yi,, &ilt.

Lemma A.10.2. MPCP < PCP

Beweis. Wir miissen eine Funktion f angeben, sodass jede Instanz K des MPCP-Problems eine
Losung hat genau dann wenn Instanz f(K) eine Losung fiir das PCP hat.

SeiK = ((x1,y1), ..., (xk, y&)) eine MPCP-Instanz iiber Alphabet X und seien $ und # Symbole,
die nicht in ¥ vorkommen. Fiir w = a1 - - - a,, € X' definieren wir:

= Far1#ax# - FHan#
ayfraz#t - - #an#
#ar#as# - - #an

SchlieBlich sei f(K) = ((¥1, 1), (X1, 51), - .. (X%, Y1), ($.#8)) = (X1, ¥ -+ o (K100 Vienn))-

s =3
|
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Wenn 1, is, . . ., i,, eine Losung fiir das MPCP ist, dann sind die oberen und die unteren Worte der
Spielsteinfolge (X1, Y1) (x7y, Viy) - - - » (X7, i,,) ($, #3) ebenfalls gleich. D.h. 1,io + 1,... i +
1,..., k+2ist eine Losung fiir die PCP-Instanz f(K). Umgekehrt gilt: Wenn f(K) eine Losung

: T e o L
(i1,...,im) hat,dann muss i; = 1 gelten, da sonst schon beim ersten Spielstein | ' | die beiden
i1
Worte unterschiedlich anfangen. Ebenso muss i,,, = k + 2 gelten und alle Steine zwischendrin
(i; mit 2 < j < m) miissen von der Form (x}, y,,) sein. Damit ist klar, dass aus der Losung fiir

f(K) auch eine MPCP-Losung fiir K konstruiert werden kann: i1,io — 1,...,i,-1 — 1. O

A10.2. H < MPCP

Lemma A.10.3. H < MPCP.

Beweis. Sei m#w ein Wort bestehend aus einer Turingmaschinenbeschreibung m und einer
Eingabe w. Wir miissen daraus eine Instanz fiir MPCP erstellen, so dass diese genau dann eine
Losung hat, wenn Turingmaschine M, auf Eingabe w anhilt. Der Beweis konstruiert ein MPCP,
dass nur dann eine Losung hat, wenn es einen akzeptierenden Lauf der Turingmaschine M,,, gibt.
SeiM,, = (Z,2,T,6, z0,0, E). Das Alphabet fiir das MPCP sei ' U Z U {#}. Das erste Wortpaar

. X1 _ #
ot l 1 ] - [ #zow#

. X2 Xk
weiteren Paare [ } e [
y2 Yk

. Losungsfolgen miissen daher mit diesem Wortpaar beginnen. Die

konnen durch vier Gruppen von Paaren beschrieben werden:

Kopierregein:

“firallea e TU {#}

Transitionsregeln:

o« | ¥ | falls 6(z,a) = (2, ¢, N)
yar s

o | ¥ | falls 6(z,a) = (¢, R)

[ bza , ..
« | . |fallsé(z,a) = (z/,c, L) fiiralle b € T

| Z’bc
. | #ifgc } falls 6(z,a) = (z/, ¢, L)
. f# } falls 6(z,0) = (', ¢, N)

| e
. Z# } falls 6(z,0) = (', ¢, R)

| c'F#
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bz#
Z'be#

] falls 6(z,0) = (¢/,c, L) firalle b € T

Léschregeln:

. [ dze }fﬁralleaer,zeeE
Ze

Zeld
L]
Ze

Abschlussregeln:

firalleael,z, € E

ZeHH
#

firalle z, € E

Wenn die Turingmaschine einen akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es eine Folge von Konfigura-
tionen Ko + K1 + ... + K,,, wobei Ky = zow und K,, = uz.v fiir ein z, € E. Dann hat das MPCP
eine Losung, die oben und unten das Wort #Ko#K1# - - - K, H# K17 - - - #KmF# erzeugt,
wobei K, = z. und jedes K; mit n+ 1 < i < m jeweils aus K;_; entsteht durch Loschen eines
der benachbarten Zeichen von z, in u’z,v’ entsteht.

Bei den Spielsteinfolgen hinkt die obere Folge immer der unteren Folge um eine Konfigu-
ration hinterher, d.h. beim Erstellen sind Zwischenzustinde der Spielsteinfolge so, dass oben
H#K1#KoH# - - - #K;# und unten # K1 #Ko# - - - #K;#K;+1# abzulesen ist. Um diese beiden
Folgen um die nichste Konfiguration zu verlingern, werden zunéchst die Kopierregeln ange-
wendet, um in die Nihe des Zustandes zu kommen. Dann wird eine der Uberfiihrungsregeln
angewendet, und schlieBlich weitere Kopierregeln um den Rest der Konfiguration zu erzeugen.
Ist man bei K,, angekommen, so werden die Loschregeln angewendet, um die Symbole auf dem
Band zu 16schen, bis man in der unteren Folge nur noch z.# stehen hat. SchlieBlich wird die
Abschlussregel angewendet.

Umgekehrt ldsst sich aus jeder Losung fiir das MPCP, (welches ja mit dem ersten Spielstein
beginnen muss) eine Konfigurationsfolge ablesen, die bezeugt, dass die Turingmaschine bei
Eingabe w hilt.

SchlieBlich kann die MPCP-Instanz aus der Beschreibung m#w berechnet werden, d.h. es gibt
eine berechenbare Funktion f mit m#w € H < f(m#w) € MPCP. Damit folgt H <
MPCP. -

Satz A.10.4. Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche Korrespon-
denzproblem) ist unentscheidbar.

Beweis. Da H unentscheidbar ist und H < MPCP < PCP gilt, folgt, dass MPCP als auch PCP
unentscheidbar sind. i
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A.11. NP-Schwere von SAT

Bevor wir die NP-Schwere von SAT betrachten, beweisen wir einen Hilfssatz:

Lemma A.11.1. Fiir aussagenlogische Variablen {x1,...,x,} gibt es eine aussagenlogische
Formel exactlyOne(x1,...,xy,), sodass I(exactlyOne(x1,...,x,)) =1 g.dw. I genau eine der
Variablen x; auf 1 setzt und alle anderen auf 0.

Dabei ist die Grofie der Formel exactlyOne(x1, . ..,x,) in O(n?).
Beweis. Die Formel

eractlyOne(xi,...,xy) == (X1 V... Vxy) A /\ =(x; A xj)

1<i<j<n

leistet das verlangte: Die Disjunktion (x1 V.. .Vx,) sichert zu, dass mindestens eine der Variablen

X1,...,X, wahr sein muss, die Konjunktionen —(x; A x;) sichern zu, dass zwei verschiedene
Variablen nicht gleichzeitig wahr sein konnen (und daher hochstens eine der Variablen xq, . . ., x,
wahr sein darf). Die GroBe der Formel ist O (n?). |

Wir betrachten nun den zweiten Teil, um den Nachweis der NP-Vollstindigkeit von SAT zu
vervollstindigen — die NP-Schwere von SAT. Dieser Beweis ist schwierig, da wir zeigen miissen:
Wenn wir SAT 16sen kdnnen, dann konnen wir jedes andere Problem L aus NP auch 16sen, indem
wir es in Polynomialzeit auf SAT reduzieren. Das bedeutet: Wir miissen fiir jedes x-beliebige
Problem L aus NP nachweisen, dass L <, SAT gilt.

Da L ein Problem aus NP ist, wissen wir, dass eine NTM existiert, die L in (nichtdeterministi-
scher) Polynomialzeit entscheidet. Dies machen wir uns zunutze, indem wir die Berechnungen
jeder NTM M bei gegebener Eingabe w in eine aussagenlogische Formel kodieren, sodass gilt:
M akzeptiert g.d.w. F erfiillbar ist. Da die Laufzeit von M durch ein Polynom beschrénkt ist,
muss die Formel auch nur solche Berechnungen abdecken, welche diese Lange haben. Dies wird
die GroBe der Formel passend beschréanken.

Lemma A.11.2. SAT ist NP-schwer.

Beweis. Sei L € NP beliebig. Sei M die nichtdeterministische Turingmaschine mit L(M) = L,
sodass alle Berechnungen von M nach polynomiell vielen Schritten halten. Sei p das Polynom,
welches die Rechenzeit von M beschrinkt. Sei w = a;---a, € X* eine Eingabe fiir M. Wir
konstruieren eine aussagenlogische Formel F, sodass gilt

w € L < F isterfiillbar

SeiI' = {by,....b;},Z = {z0,...,2x} und zg der Startzustand. Die Formel F enthilt die
folgenden aussagenlogischen Variablen, die wir zunéchst erlautern:

» State; , firt = 0,1,...,p(n) und z € Z. Dabei soll gelten: State, ;, = 1 g.d.w. nach ¢
Schritten ist TM M im Zustand z.
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* Pos;; firt =0,1,...,p(n),i = —p(n),..., p(n). Dabei soll gelten: Pos; ;, = 1 g.d.w.
nach ¢ Schritten von M befindet sich der Schreib-Lesekopf von M auf Position i

e Tape,;p firt =0,1,...,p(n),i = —p(n),...,p(n), b = by,...,b;. Dabei soll gelten:
Tape, ; , = 1 g.d.w. nach ¢ Schritten steht auf dem Band in Position i das Zeichen b.

Bandposition 0 ist dabei die Position des Kopfes am Anfang und negative Positionen sind links
davon, positive rechts davon. Da in p(n) Schritten nicht mehr als p (n) Kopfbewegungen gemacht
werden, reicht es aus, die Positionen —p(n), ..., p(n) des Bands zu betrachten.

Die Formel F lasst sich in vier Unterformeln aufteilen:
F = Rand A Anfang A Transition A Ende

Wir beschreiben die Unterformeln:
* Rand legt verschiedene Randbedingungen fest:

— Zu jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich M in genau einem Zustand z. Das sichert die
Formel A\;cqo,... p(n)} exactlyOne(State; g, - . ., States 7, ) zu.

— Zu jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich der Kopf von M in genau einer Position auf dem
Band. Das sichert die Formel /\ ;¢
Zu.

p(n)} exactlyOne(Pos; —p(nys - - -» P0st p(n))

.....

- Zu  jedem Zeitpunkt t befindet sich in  jeder Bandzel-
le genau ein  Symbol aus T Das  sichert die  Formel
Ateqo,...p(m)} Nie{=p),...p(n)} €vactlyOne(Tape, ; .- .., Tape, ; p,) Zu.

Daher setzen wir:

exactlyOne(State; ), . .., State; ;)
Rand = NexactlyOne(Pos; —pn)s - - > P0os; pn))

{0, pm}| A A exactlyOne(Tape, ; ., - .-, Tape, ; p,)
o ie{=p(n),....p(n)} ” ’

* Anfang beschreibt die Anfangsbedingungen, d.h. die Formel fixiert die Variablenbelegung
zum Zeitpunkt ¢ = 0:

— Die Maschine ist im Startzustand, d.h. Stateg ., muss gelten
— Der Schreib-Lesekopf ist auf Position 0, d.h. Posg o muss gelten.

— Die Eingabe w = a; - - - a,, steht auf dem Band und alle anderen Zellen enthalten das
Blank-Symbol. Dies leistet die Formel

(N Tapegian) AC /\ Tapegi) AC N\ Tapey; o).

i€{0,...,n—-1} ie{-p(n),..., -1} ie{n,...,p(n)}

Daher setzen wir

Anfang = Stateo,ZO/\Poso,o/\(/\ Tapeo,i’aiﬂ)/\( /\ Tapeq ; o)A ( /\ Tapeg ; o)
i€{0,...,n—-1} ie{-p(n),..., -1} ie{n,...,p(n)}
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* Transition beschreibt die Formeln, die den Zustandsiibergang der TM fixieren:

— Fiir den Ubergang von ¢ zu ¢ + 1 muss der Zustand, der Bandinhalt und die Kopfpo-
sition gedndert werden. Sei dir(N) = 0,dir(L) = —1,dir(R) = 1. Dann kann der
Zustandsiibergang durch die folgende Formel beschrieben werden:

(State, . A Pos,; A Tape, ; 1)

/\ B \/ (Stat@t+1’zl A POS;+1’i+dir(y) A T@peﬂ_l,i,b/)
te{0,...p(n)=1}, (z/,b",y)€6(2,b)

zZ€Z,

ie{-p(n)+1,...,p(n)-1},
bel

— Zellen des Bandes auf denen der Kopf nicht steht, bleiben unverdndert. Das leistet
die Formel:
/\ ((=Pos.i A Tape, ;) = Tape sy ;)
1e{0,....p(n) -1},

ie{-p(n),....p(n)},
bel’

Insgesamt ergibt sich daher

(State, . A Pos;; A Tape, ; 1)

Transition := ( A = (Staters1,2 A Posii ivair(y) A Tape,q ;1) )
te{0,...,p(n)-1}, (z/,0",y)€6(z,b)
Z€Z,
ie{-p(n)+l,...,p(n)-1},
bell
/\( A ((_‘Post,i A Tapet,i,b) == Tapetﬂ,i,b))

te{0,...,p(n)-1},
ie{-p(n),....p(n)},
bell

* FEnde beschreibt die Endbedingung, dass ein akzeptierender Zustand erreicht wird:

Ende = \/ Statet,z
z€E,t€{0,...,p(n)}

Fallsw € L, dann gibtes einen Lauf von M zow +" uz,vmitz, € Eundr < p(n).Dann liefert der
Lauf eine Belegung I der Variablen von F, welche die Formel wahr macht: In der Unterformel
Rand belege die besuchten Zustidnde, Positionen und Bandinhalte mit 1, welche durch die
Konfigurationsfolge gegeben sind. Falls die Folge nach z, < p(n) Schritten endet, so setze die
Variablen fiir ¢+ > ¢, auf die Werte fiir den Zeitpunkt ¢,. Die Anfang-Formel liefert immer die
Belegung fiir die dort vorkommenden Variablen. Diese Belegung passt zur Anfangskonfiguration
des Laufs. Fiir die Transition-Formel, setze I(State; ;) = 1,1(Pos;;) = 1,1(Tape, ; ;) = 1
entsprechend der besuchten Zustidnde und alle anderen auf 0. Dann ist I( Transition) = 1, da
alle gemachten Ubergiinge auch genau in den Formeln abgebildet sind. SchlieBlich wurde durch
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die erzeugte Belegung fiir Transition auch die Variable State, ., fiir z, € E auf 1 gesetzt (da
die Konfigurationsfolge so endet). Insgesamt zeigt dies, dass die Formel erfiillbar ist.

Umgekehrt, wenn es eine erfiillende Belegung I gibt, d.h. I(F) = 1, dann kann daraus eine
Konfigurationsfolge konstruiert werden, die einen Lauf der Turingmaschine auf der Eingabe w
darstellt und akzeptierend endet.

Damit gilt w € L <= F isterfiillbar. SchlieBlich ist noch zu zeigen, dass die Formel F in
(deterministischer) Polynomialzeit berechnet werden kann. Zunéchst ist klar, dass die Formel
berechenbar ist. Fiir die Laufzeit geniigt es, die Groe der Formel zu betrachten. Wir nehmen als
MaB die Anzahl an Variablenvorkommen in Bezug auf p(n). Wir nehmen das Alphabet und die
Zustandsanzahl von konstanter Grof3e an.

Dann hat die Formel Rand die GroBe O(p(n)?), Die erste Unterformel ist von der GroBe
O(p(n)), da wir die Zustandsanzahl als konstant annehmen. Fiir die zweite Teilformel von
Rand wenden wir Lemma an: Daher hat jede der ezactlyOne(...)-Formeln in der
Konjunktion die GroBe O(p(n)?) und davon gibt es O(p(n)) viele in der Konjunktion, was
insgesamt O(p(n)3) ergibt. Die dritte Formel von Rand hat GroBe O(p(n)?), da die inneren
exactlyOne(. . .)-Formeln als konstant angesehen werden (da |I'| als konstant angenommen ist)
und die Konjunktionen O(p(n)?) als Faktor hinzufiigen.

Die GroBe der Anfang-Formel ist O(p(n)). Die GroBe beider Formeln der Transition-Formeln
ist O(p(n)?) und die GroBe der Ende-Formel ist O (p(n)). Insgesamt zeigt dies, dass die GroBe
der Formel F polynomielle Linge hat und daher in Polynomialzeit berechnet werden kann. O
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