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Ubersicht Motivation

KFPTS+seq

Warum ist ein Typsystem sinnvoll?

o Fiir ungetypte Programme kdnnen dynamische Typfehler auftreten

o Fehler zur Laufzeit sind Programmierfehler

Milner getypt o Starkes und statisches Typsystem = keine Typfehler zu Laufzeit
@ Typen als Dokumentation

_ . @ Typen bewirken besser strukturierte Programme

iterativ getypt yP &
o Typen als Spezifikation in der Entwurfsphase

dynamisch getypt




Motivation (2) Motivation (3)

Minimalanforderungen: Es gibt Typsysteme, die diese Eigenschaften nicht erfiillen:

@ Die Typisierung sollte zur Compilezeit entschieden werden e Z.B. Simply-typed Lambda-Calculus:

o Korrekt getypte Programme erzeugen keine Typfehler zur Laufzeit Getypte Sprache ist nicht mehr Turing-méachtig, da dieses Typsystem erzwingt,
dass alle Programme terminieren

Wiinschenswerte Eigenschaften: @ Erweiterungen in Haskells Typsystem:
Typisierung / Typinferenz ist unentscheidbar.
@ Typsystem schrankt wenig oder gar nicht beim Programmieren ein U.U. terminiert der Compiler nicht!.
e Compiler kann selbst Typen berechnen = Typinferenz Folge: Mehr Vorsicht/Anforderungen an den Programmierer.
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Naiver Ansatz Unentscheidbarkeit der dynamischen Typisierung

Naive Definition von , korrekt getypt™: Sei tmEncode eine KFPTS+seq-Funktion,

Ein KFPTS+seq-Programm ist korrekt getypt, wenn es keine dynamischen Typfehler die sich wie eine universelle Turingmaschine verhalt:
zur Laufzeit erzeugt. @ Eingabe: Turingmaschinenbeschreibung und Eingabe fiir die TM

. . @ Ausgabe: True, falls die Turingmaschine anhilt
Funktioniert nicht gut, denn

Beachte: tmEncode ist in KFPTS+seq definierbar und nicht dynamisch ungetypt

Die dynamische Typisierung in KFPTS+seq ist unentscheidbar! (also dynamisch getypt)




Unentscheidbarkeit der dynamischen Typisierung (2) Typen

Syntax von polymorphen Typen:
Fiir eine TM-Beschreibung b und Eingabe e sei
T: =TV | TCTl Tn ‘ Ty — Ty

s:= 1if tmEncode b e
then casepoo Nil of {True — True;False — False} wobei TV Typvariable, T'C' Typkonstruktor
else casepgool Nil of {True — True;False — False} Sprechweisen:

o Ein Basistyp ist ein Typ der Form T'C, wobei T'C' ein nullstelliger Typkonstruktor ist.

Es gilt:
s ist genau dann dynamisch ungetypt, wenn Turingmaschine b auf Eingabe ¢ halt. ° ElnhGIrundtyp (oder alternativ monomorpher Typ) ist ein Typ, der keine Typvariablen
enthalt.
Daher: Wenn wir dynamische Typisierung entscheiden kdnnten, dann auch das Halteproblem Beisoiel
eispiele:
Satz @ Int, Bool und Char sind Basistypen.
Die dynamische Typisierung von KFPTS+seq-Programmen ist unentscheidbar. o [Int] und Char -> Int sind keine Basistypen aber Grundtypen.

o [a] und a -> a sind weder Basistypen noch Grundtypen.
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Typen (2) Typsubstitutionen

Typsubstitution = Abbild i dlichen M T iabl fT
Wir verwenden fiir polymorphe Typen die Schreibweise mit All-Quantoren: ypsubstitution fiaung einer endlichen enge von Typvaniablen aut Typen

@ Sei 7 ein polymorpher Typ mit Vorkommen der Variablen a1, ..., ay, Schreibweise: o = {a1 = 71,..., 00 = Ty}
e Dann ist Vay,. .., an.7 der all-quantifizierte Typ fiir 7. Formal: Erweiterung auf Typen: op: Abbildung von Typen auf Typen
@ Da Reihenfolge egal, verwenden wir auch VX'.7 wobei X Menge von Typvariablen o5(TV) = o(TV), falls o die Variable TV abbildet
Spiter: og(TV) = TV, falls o die Variable TV nicht abbildet
e . . og(TCTy ... T,) = TCor(Th) ... op(Th)
o Allquantifizierte Typen diirfen kopiert und umbenannt werden,
g yp P O'E(Tl — Tg) = O’E(Tl) — UE(TQ)

@ Typen ohne Quantor diirfen nicht umbenannt werden!
Wir unterscheiden im folgenden nicht zwischen ¢ und der Erweiterung op!
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Semantik eines polymorphen Typs Typregeln

Bekannte Regel:
suTy —Ty, tTy

Grundtypen-Semantik fiir polymorphe Typen:
(st) Ty
sem(7) := {o(7) | o(7) ist Grundtyp , o ist Substitution} L )
Problem: Man muss “richtige Instanz raten”, z.B.
Entspricht der Vorstellung von schematischen Typen: map :: (a > b) -> [a] > [b]
not :: Bool -> Bool

Typisierung von map not: Vor Anwendung der Regel muss der Typ von map instanziiert

Ein polymorpher Typ ist ein '
werden mit

Schema fiir eine Menge von Grundtypen
o = {a— Bool,b > Bool}

Statt o zu raten, kann man o berechnen: Unifikation

Unifikationsproblem Unifikationsalgorithmus
Definition o Datenstruktur: E = Multimenge von Gleichungen
e Ein Unifikationsproblem auf Typen ist gegeben durch eine Menge E von Gleichungen Multimenge = Menge mit mehrfachem Vorkommen von Elementen
der Form 71 = 7, wobei 71 und 75 polymorphe Typen sind. o E U E’ sei die disjunkte Vereinigung von zwei Multimengen

E ist definiert al =t =t) € E}.
o Eine Losung eines Unifikationsproblem E auf Typen ist eine Substitution o (bezeichnet ° Elr/a] ist definiert als {s[r/a] [r/e] | (s =1) € B}

als Unifikator), so dass o(71) = o(m2) fiir alle Gleichungen 71 = 75 des Problems.

o Eine allgemeinste Lésung (allgemeinster Unifikator, mgu = most general unifier) von E Algorithmus: Wende Schlussregeln (s.u.) solange auf E an, bis
ist ein Unifikator o, so dass gilt: Fiir jeden anderen Unifikator p von E gibt es eine o Fail auftritt, oder
Substitution «y so dass p(z) = vy o o(x) fir alle z € FV(E).

) @ keine Regel mehr anwendbar ist




Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (2)

Fail-Regeln:

Eu{{TCim ... m)=(TCoy 1y ... 7.0} Dekomposition:
FAIL1 Fail
ai
Eu{TCr ... n=TC 1 ... T,
wenn T'Cy # TCy DECOMPOSEL {E L /" - - n}
. UiTL =T,y Tn = T,
EU{(TCi 1 ... )= (7] = )} {rn=m . m=m7}
FAIL2 - C /
Fail EUu{n —>mn=1—"1}
DECOMPOSE2 — —
EU{(T{—)Té):(Tcl 71 -« Tn)} EU{T12T17T2:T2}
FaiL3 -
Fail
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Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (3) Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (4)
Orientierung, Elimination: Einsetzung, Occurs-Check:
Eu{n =a} SoLvE Eufa=r}
ORIENT ——MM— -
EU{a=m} Elr/a]U{a =71}

wenn Typvariable « nicht in 7 vorkommt,

wenn 71 keine Typvariable und a Typvariable
aber o kommt in E vor

ELIM M EFU {a = 7'}
E OCcCcUurRSCHECK TRl
ai

wobei o Typvariable wenn 7 # « und Typvariable @ kommt in 7 vor




Beispiele Beispiele (2)

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}: Beispiel 3: {a = [b],b = [a]}
— b) = Bool — Bool - -
DECOMPOSE2 {(a - ) i - ool} SOLVE {a = [b],0= [al}
{a = Bool,b = Bool} {a = [[a]],b = [a]}
. . . OCcCcURSCHECK -
Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}: Fail

{[d] = ¢,a — [a] =Bool — c} Beispiel 4: {a = [b] =a — ¢ — d}

{ld] = c.a — [a] =Bool — c} fa==a—c—d
DEcoMPOSE2 - - ; DECOMPOSE2 - -
{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢} _ {a=a,[b] =c—d}
. . {[b] =c— d}
d = — Bool FaiL2
DEcoMPOSE2 {[ ] ez [a] oo c} " Fail

{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}

{[d] = ¢,a = Bool,c = [a]}
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{[d] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}

ORIENT

DECOMPOSE2 _ : :
{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}
ORIENT i _ .
{[d] =C,a= BOO].’C = [a]}
SOLVE . : .
{[d] = [a]7a - BOO]_’C = [a]}
Eigenschaften des Unifikationsalgorithmus Eigenschaften des Unifikationsalgorithmus (2)

@ Der Algorithmus endet mit Fail g.d.w. es keinen Unifikator fiir die Eingabe gibt. o Die Typen in der Resultat-Substitution kdnnen exponentiell groB werden.

ZB. {on = an-1 = On—1,Qn—1 = Qp_2 = Qp_2,...00 = Qg —> Qo}

o Der Algorithmus endet erfolgreich g.d.w. es einen Unifikator fiir dig Eingabe gibt. Der Unifikator bildet jedes ; auf einen Typ ab, der 2¢ — 1 Typpfeile enthilt. Z.B.
Das Gleichungssystem E ist dann von der Form {a; = 71,...,a, = 7, }, wobei a; o(ay) = ag — g,
paarweise verschiedene Typvariablen sind und kein o; in irgendeinem 7; vorkommt. o(az) = (o — ag) — (a0 — ag),
Der Unifikator ist dann o = {ay — 71,...,an — 70} o(az) = (g — ag) = (a0 — ag)) = ((ag = ag) — (o — ag))
o Liefert der Algorithmus einen Unifikator, dann ist es ein allgemeinster Unifikator. o Der Unifikationsalgorithmus kann so implementiert werden, dass er Zeit O(nlogn)
bendtigt. Man muss Sharing dazu beachten und eine andere Solve-Regel benutzen.
@ Man braucht keine alternativen Regelanwendungen auszuprobieren! Die Typen in der Resultat-Substitution haben danach DarstellungsgroBe O(n).

Der Algorithmus kann deterministisch implementiert werden. o Das Unifikationsproblem (d.h. die Frage, ob eine Menge von Typgleichungen unifizierbar

ist) ist P-complete. D.h. u.a.
@ Man kann im wesentlichen alle PTIME-Probleme als Unifikationsproblem darstellen.
@ Unifikation ist nicht effizient parallelisierbar.
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o Der Algorithmus terminiert fiir jedes Unifikationsproblem auf Typen.
Ausgabe: Fail oder der allgemeinste Unifikator




Typisierungsverfahren Anwendungsregel mit Unifikation

suT, tiTo

(st) = o(a)
Wir betrachten nun die wenn o allgemeinster Unifikator fiir 77 = 75 — « ist

o und « neue Typvariable ist.
polymorphe Typisierung von KFPTSP+-seq-Ausdriicken
Beispiel:
Wir verschieben zunéchst: Typisierung von Superkombinatoren map :: (a — b) — [a] — [b], not ::Bool — Bool

(map not) :: o(«)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir
(a — b) — [a] — [b] = (Bool — Bool) — «v ist
und « neue Typvariable ist.

Nachster Schritt:
Wie miissen die Typisierungsregeln aussehen?

Unifikation ergibt {a — Bool,b — Bool, a > [Bool] — [Bool]}
Daher: o(a) = [Bool] — [Bool]

Typisierung mit Bindern Typisierung mit Bindern (2)

Informelle Regel fiir die Abstraktion:

Typisierung von s unter der Annahme “z hat Typ 7" ergibt s :: 7

Wie typisiert man eine Abstraktion Az.s? LS T — T

o Typisiere den Rumpf s
Woher erhalten wir 717

@ SeisuT
e Dann erhdlt Ax.s einen Funktionstyp 7 — 7 Nehme allgemeinsten Typ an fiir z, danach schranke durch die Berechnung von 7 den Typ
@ Was hat 71 mit 7 zu tun? ein.
@ 71 ist der Typ von z Beispiel:
o Wenn x im Rumpf s vorkommt, brauchen wir 71 bei der Berechnung von 7! o A\z.(z True)
o Typisiere (x True) beginnend mit = :: «

Typisierung muss liefern & = Bool — o

Typ der Abstraktion A\z.(xz True) :: (Bool — o) — /.
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Typisierung von Ausdriicken Typisierung von Ausdriicken (2)

Erweitertes Regelformat:
Herleitungsregeln schreiben wir in der Form

I'sorm E |

Voraussetzung(en)
Bedeutung: Konsequenz
Gegeben eine Menge T von Typ-Annahmen.
Dann kann fiir den Ausdruck s der Typ T und die Typgleichungen E hergeleitet
werden. sy, By ... Tpbksgom, Ex
'kFsur E

@ In T" kommen nur Typ-Annahmen fiir Konstruktoren, Variablen, Superkombinatoren vor.

o In F sammeln wir Gleichungen, sie werden erst spater unifiziert.

Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (1)

Typisierung von Ausdriicken (2)

Axiom fiir Variablen:

AXV
( )FU{w::T}I—x::T,@
Vereinfachung:
Konstruktoranwendungen (c s1 ... s,) werden Axiom fiir Konstruktoren:
wahrend der Typisierung
wie geschachtelte Anwendungen (((c¢ s1) ...) s,)) behandelt. (AXK) TU{c: Vo anrt - cn 7B jon . Bufanl. 0

wobei ; neue Typvariablen sind

o Beachte: Jedesmal wird ein neu umbenannter Typ verwendet!




Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (2)

Axiom fiir Superkombinatoren, deren Typ schon bekannt ist:

(AxSK)

TU{SK ::Vay...an.7} F SK = 7[B1/01, ..., Bn/an],D
wobei (; neue Typvariablen sind

@ Beachte: Jedesmal wird ein neu umbenannter Typ verwendet!
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (4)

Regel fiir Abstraktionen:

Frv{z:atksarE
I'tXzs:a—1FE
wobei « eine neue Typvariable

(RABS)
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (3)

Regel fiir Anwendungen:

I'tsum, By und ThHt:im, By

'+ (8 t) ZZCV,E1UE2U{T1 57'2 —>a}
wobei « neue Typvariable

(RAPP)

Regel fiir seq:
I'tsum,Ey und T'Ht:m, Ey

RSE
(RSEQ) L'k (seqst):me, B UE,

Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (5)

Typisierung eines case: Prinzipien

casepyy s of {
(cr g ... xl,ar(cl)) — 11
o5

(Cm Tm,1 - xm,ar(cm)) — tm}

@ Die Pattern und der Ausdruck s haben gleichen Typ.
Der Typ muss auch zum Typindex am case passen
(Haskell hat keinen Typindex an case )

o Die Ausdriicke t1,...,t, haben gleichen Typ,
und dieser Typ ist auch der Typ des ganzen case-Ausdrucks.
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+-seq Ausdriicke (6) Instanz der Case-Regel fiir Bool

Regel fiir case:

I'ksum E
firallei=1,...,m: TU{zi1 = i1, Tijar(es) ** Qiyar(er) T (G 531‘,/1 e T ar(ci)) © Tis Bi 'tsumE IFTrues7,BE; DFFalse:m, By Tty B [ty EY
i ] — . L . . .. . Soee ol . (RCasE)
(RCASE>fur allei =1,...,m: TU{wi1 = oy 1,. .f.,acz,m(ci) 2 Qar(en ) Pt v T By T F (casesoo s of {True — tyFalsg S ta)) - a, 5% |
casery s of { wobei ' = FEUE | UEyUE{UESU{T =1, T =7} U{a="1,a="14}
e (c1 .351,1 e T ap(er)) — 15 v o, B und «; j, o neue Typvariablen sind
(Cm Tm,1 .- wm,ar(cm)) — tm}

wobei E'=FU JE,UJEUU{r=n}tul{a=1}
=1 =1 =1 i=1

und «; ;, o neue Typvariablen sind

Instanz der Case-Regel fiir Listen Typisierungsalgorithmus fiir KFPTS+seq-Ausdriicke
I'tsur,E Sei s ein geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck, wobei die Typen fiir alle in s benutzten
T'FNil:n, By Superkombinatoren und Konstruktoren bekannt sind.
FU{zy :: a1,22 :: ae} F Cons a1 x9 :: To, By @ Starte mit Anfangsannahme T, die Typen fiir die Konstruktoren und die
-t =7, By Superkombinatoren enthilt.
(Reass) DUy = an, @0 g} b ta 73, By @ Leite I' - s :: 7, E mit den Typisierungsregeln her.
I I (caserist s of {Nil — t1;(Cons @1 x2) — t2}) = o, B/ O Lése E mit Unifikation.

wobei E' = FUETUE,UEBUEB,U{r=m,T=n}U{a="1,a="7)}

. . @ Wenn die Unifikation mit Fail endet, ist s nicht typisierbar;
und «; ;, @ neue Typvariablen sind

Andernfalls: Sei o ein allgemeinster Unifikator von E, dann gilt s :: o(7).




Optimierung Wohlgetyptheit

Zuséatzliche Regel, zum zwischendrin Unifizieren:
Definition

Typberechnung:

Ein KFPTS+-seq Ausdruck s ist wohl-getypt, wenn er sich mit obigem Verfahren typisieren
'tsur E —
I'kFs:o(r),Es
wobei E, das geloste Gleichungssystem zu F ist
und o der ablesbare Unifikator ist (Typisierung von Superkombinatoren kommt noch)

(RUNIF)

Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil) Beispiele: Typisierung von \x.x

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit: Typisierung von \x.x
Anfangsannahme: I'y = {Cons :: Ya.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}
T b (Cons True) :: 71, By, Db Nil 7o, Ey
To - (Cons True Nil) oy, By U B U {1 =72 — a4}

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = )

(RAPP)

Ty F (Cons True) :: 7y, 1, (a0 Lok Nil :: [as), 0
(RAvP) - - éAxV)
Ty (Cons True Nil) :: auq, By UD U {71 = [a3] = au} FoU{iL‘::Oz}".’L’::T, FQU{LIZ i a}l—ﬂc::a,@
I'g = Cons :: 73, B3, - True :: 74, By (RABS

) ToF (Azx):a— T, Jol ToF (Qzx) = a— a,d

(RAPP)

N AXK) ———
Ty F (Cons True) 4 042,{7'3 =T4 — az} UE3UEy ,( o TpFNil:: [va,],@
ToF (COIIS True Nil) oy, {7'3 = e ag} UE3sUE4U {az = [ag] — 044}

(RAPP)

Nichts zu unifizieren, daher (Az.x) :: a = «

(AXK)
o b Coms :: iy — [a1] = [aq],0 ,To b True :: 74, By

(RAPP

) N XK) ————————————
Ty (Cons True) :: ag, {1 — [ou] = 1] =74 — a2} UE, ,(A Lo Nil :: [ag), 0
(RAPP) - .
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(AXK) (AXK)
Tok Cons :: ag — [aq] — [au], 0, T I True :: Bool, ()
(RAPP) . (AXK) —————————
To - (Cons True) :: ag, {aq — [a1] = [a1] = Bool — as} Lok Nil :: [as), 0
(RAPP)

T'n F (Cons True Nil) :: as. a1 — [l = [a1] = Bool — aot U fao — [aa]l — s}



Beispiele: Typisierung von 2

Typisierung von (\z.(z 2)) (\y.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = ()
0= Az.(z x)) 1, B0 (Ay(y ) = 7o, Bo

(RAPP) .
0F (2 2) (Mg-(yy) = ar, ELUE U{m =75 — an}
{r:ao} b (za):m, By
(RABS)
. O Qe.(z2) na =1, B 0F (Ay(y y) =72, B2

0 Oz.(z2)) My.(yy) =a, BLUEBU{r =7 — a1}
{z oot b am, By, {x: agt b a7y, Ey,
) {za}b(za)as,{s=m— a3} UE3UEy
" O QAz.(z ) e = as,{T3=m1 = a3} UE3UEy ,0+ \y.(y y)) = 72, B
0+ Az.(z ) My.(yy)) ca,{ms=7m1 — a3} UEB3UE;UFEU{as =7 — a1}

(RAPP

(RA

(RAPP)

(AXV

k {z:aatbaiand {z:a}basr, By,
(RAPP)

oUlag =T — 1

(Axv) (Axv)
) {x st baxiagl, ) {za}bFasal,

(RAPP) -
(RABS) {z 2 agk b (z @) ag, {as = as — a3}
o O (Qz(z o) toe = az,{aa=a—az} 0 Qw.(yy)) 7, B

DE Qz.(z ) My.(yy) ar,{as=ar > a3} UE, U{ag =7 — a1}

Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (2)

Typisierungsverfahren

Herleitungsbaum:

(AXK) 55— (AXV) —5— (AXSK) 55— (AXSK) —5—
Bs . By B . Bis
(RAPP) ——————— (AXV) = (RAPP) (AxV)
! Bg . Br Bio . Bz
(AXV) =5— (AXK) -5— (RAPP) (AXK) 45— (RAPP)
) B4 s B5 s B1[) 5 Bll
(RCASE)
(RABS) By
< By
Beschriftungen:
B = Fo)—t::a1—>a13,

{as = [as] = [as] = az — as, a6 = au — ar,
(as = ag) — [as] = [ag] = ([a0] = Int) = o1, @11 = o — oz,
ar = [042],061 = a7, a3 = [C%14],al3 = 012,}
By = ToU{zs:ai}t
caserist s of {Nil — Nil;(Cons y ys) — map length ys} :: aas,
{as = [as] = [as] = a3 = as, a6 = a4 — a7,
(s = ag) = [as] = [as] = ([aro] = Int) = a11, 011 = a4 — a2,

ap = (2], 1 = a7, a3 = [a14], @13 = @12, }
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (1)

Annahme: map und length sind bereits typisierte Superkombinatoren.
Wir typisieren:

t:= Azs.caserjst ¥s of {Nil — Nil;(Cons y ys) — map length ys}
Als Anfangsannahme benutzen wir:
Ty = {map :: Va,b.(a = b) — [a] — [0],
length :: Va.[a] — Int,

Nil :: Va.[d]
Cons :: Ya.a — [a] — [a]

Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (3)

Herleitungsbaum:

(AXK) = (AXV) —5— (AXSK) 5—  (AXSK) —5—
(Rarp) =5 P9 (axyy —— (RApp)iBl‘r’ (AXV) 5—
(AXV) 55— (AXK) =s— (RAPP) B . By (AXK) =— (RAPP) B . By
(RCasey B By, Bs . Bio . Bn
(RAI;S) B,
B
Beschriftungen:
Bs= ToU{zs:ai}t zs:al,l
By= ToU{xs:ai}tNil : [as],0
Bs = ToU{xs: ai,y:as,ys:as} k- (Cons y ys) = ar,
{as = [as] = [as] = a3 = as, a6 = a4 — ar}
Bs= ToU{zs: ai,y:as,ys:as} b (Cons y) :: ag,
{OL5 — [Oé5] — [015] = gz —r as}
Br= ToU{zs:ai,y:as,ys:astbys:ag,l
Bs= ToU{ws: ai,y: as,ys:as}t Cons:: as — [as] — [as], 0
By= ToU{zs:ai,y:as,ys:astby:as

Bio= ToU{ws: ai}F Nil :: [a14],0
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (4)

Herleitungsbaum:

(AXK) —5— (AXV) —5— (AXSK) —5— (AXSK) —5—
(RAPP)BS‘BiBg (AXV)B— (RAFP) B Bis (AXV)Bi
(AXV) o=— (AXK) =s— (RAPP) 6 . T (AXK) 5s— (RAPP) 12 : 13
(RCase) By, Bs , By , By
(RABS) BZ
By

Beschriftungen:

B = ToU{ws: a1,y as,ys:: as} F (map length) ys :: a1z,

{(Oég — 049) — [ng] — [ag] = ([alo] — Int) — Q11,11 = g4 —> 0412}
Bizs = ToU{zs: a1,y as,ys: as} - (map length) :: ai1,

{(as — Oég) — [Oég] — [ag] = ([alo] — Int) — a11}
Bis= ToU{ws:ai,y:as,ys:asttys:oa,l
Biu= ToU{ws: a1,y as,ys: as} Fmap:: (as = ag) — [as] — [as], 0
Bis= ToU{ws: ai,y: as,ys:: as} - length :: [a1o] — Int, 0
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (1)

Die Funktion const ist definiert als

const :: a ->b -> a
const X y = X

Typisierung von \z.const (x True) (z *A’)

Anfangsannahme:
'y = {const :: Va,b.a — b — a,True :: Bool, ’A’ :: Char}.
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (5)

Beschriftung unten:

Bi= TokFt:as — ais,
{as = [as] = [as] = a3 = as, a6 = au — ar,
(OLS — ag) — [ng} — [Oég] = ([Oqo] — Int) — 11, @11 = Qa4 — 12,
a1 = [az], a1 = oy, 13 = [ona], 13 = a1z, }
Lése mit Unifikation:
{015 — [a5] — [a5} = as — g, Qe = oy — ag,
(as = ag) — [as] = [ag] = ([ar0] = Int) = arr, an = a4 = aw,
a1 =[], a1 = a7, a13 = [14], 013 = a2}
Ergibt:
o = {a1 = [[aio]], a2 = [aio], as = [ano], aa = [[aro]], as = o],

ae — [[a10]] = [[o10]], a7 = [[ea0]], s > [o0], a9 — Int,
11— [[am]] — [Int],a12 — [Int],a13 — [Int],a14 — Int}

Damit erhdlt man ¢ :: 0(a1 — a13) = [[10]] — [Int].

Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (2)

(AxV) (AXK)

I'iFx:ap, T1F True: Bool
Ty F const :: ap — a3 — o, ) :Mm Tk (z True) :: aq, By

(AXSK) (AxV)

iFexoa ,(AxK I'y A’ :: Char

(RAPP} (RAPP)

Iy F const (x True) :: a5, B R Tk (x°8) = ag B3

(RAPP)

Ty b const (z True) (z ’A’) a7, Ey

(RABS)

o b Az.const (z True) (z ’A’) a1 — a7, Ey

wobei I'y = T'o U {z :: a1} und:

Ey = {a; =Bool — a4}

Ey, = {al iBool—>a4,a2—>a3—>a2ia4—>a5}

Es = {ay =Char = as}

E; = {o1 =Bool — au,as = a3 — a2 = a4 — as, a1 = Char — ag,

a5iagﬁa7}

Die Unifikation schlagt fehl, da Char # Bool

TCS | 07 Typisierung | WS 2021/22

52/107 Typisierungsverfahren



Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (3)
In Haskell:

Main> \x -> const (x True) (x 'A')

<interactive>:1:23:

Couldn't match expected type “Char' against inferred type “Bool'
Expected type: Char -> b
Inferred type: Bool -> a

In the second argument of “const', namely ~(x 'A')'

In the expression: const (x True) (x 'A')

o Beispiel verdeutlicht: Lambda-gebundene Variablen sind monomorph getypt!

@ Das gleiche gilt fiir case-Pattern gebundene Variablen

@ Daher spricht man auch von 1let-Polymorphismus, da
nur let-gebundene Variablen polymorph sind.

o KFPTS+seq hat kein let, aber Superkombinatoren, die wie (ein eingeschréanktes
rekursives) let wirken

Typisierung von nicht-rekursiven Superkombinatoren

o Nicht-rekursive Superkombinatoren kann man wie Abstraktionen typisieren

@ Notation: I' = SK :: 7, bedeutet:
unter Annahme I' kann man SK mit Typ 7 typisieren

Typisierungsregel fiir (geschlossene) nicht-rekursive SK:

Fu{z =aq,...,2n nap}tbFsanE
Fkp SK =:VX0(a; — ... > oy — T)

(RSK1)

wenn ¢ Lésung von F,
SK x1 ... x, = s die Definition von SK
und SK nicht rekursiv ist,

und X die Typvariablen in o(a; — ... = ap — 7)
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Rekursive Superkombinatoren

Definition (direkt rekursiv, rekursiv, verschrankt rekursiv)

@ Sei SK eine Menge von Superkombinatoren

o Fiir SK;, SK; € SK sei

SK; = SK;

g.d.w. SK; den Superkombinator SK; im Rumpf benutzt.
=<7 transitiver Abschluss von < (=<*: reflexiv-transitiver Abschluss)
SK; ist direkt rekursiv wenn SK; < SK; gilt.
SK; ist rekursiv wenn SK; <T SK; gilt.
SKi,...,SKy, sind verschrinkt rekursiv, wenn SK; < SK; fiir alle i,j € {1,...,m}

Beispiel: Typisierung von (.)

(N fgx=1 (gx)

Ty ist leer, da keine Konstruktoren oder SK vorkommen.

(AxV) (

<)
i Fg:agl ,A\Plkx::ag,ﬂ

Fl - (g x) a5, {052 = a3 — 055}

(AXV/ (RAPP)

)Fl - f o Oél,@ )
Ty (f (92) = aa,{ag = a3 = as, a1 = a5 — au}
Obr () VX .0(ar — ag = ag — o)
wobei I'y = {f ::a1,9 :: ag, = :: a3}

(RAPP)

(RSK1)

Unifikation ergibt o = {as — a3 — a5, a1 — a5 — ay}.
Daher: (a1 — a2 = as = a4) = (a5 = au) = (a3 = a5) = ag —

Jetzt kann man X = {as, a4, a5} berechnen , und umbenennen:

) Va,b,c.(la—=b) — (c—>a)—=c—b
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Typisierung von rekursiven Superkombinatoren Idee des lterativen Typisierungsverfahrens

o Gebe SK zunichst den allgemeinsten Typ
(d.h. eine Typvariable) und typisiere den Rumpf unter Benutzung dieses Typs

@eSeiSKuxy ... zp=¢ @ Man erhilt anschlieBend einen neuen Typ fiir SK

o und SK kommt in e vor, d.h. SK ist rekursiv @ Mache mit neuem Typ weiter

@ Warum kann man SK nicht ganz einfach typisieren? @ Stoppe, wenn neuer Typ = alter Typ

o Will man den Rumpf e typisieren, so muss man den Typ von SK kennen! @ Dann hat man eine konsistente Typannahme gefunden;

Vermutung: auch eine ausreichend allgemeine (allgemeinste?)

Allgemeinster Typ: Typ T so dass sem(T") = {alle Grundtypen}.
Das liefert der Typ a (bzw. quantifiziert Va.«)

Iteratives Typisierungsverfahren lteratives Typisierungsverfahren: Vorarbeiten (1)

Regel zur Berechnung neuer Annahmen: Wegen verschrankter Rekursion:

o Abhingigkeitsanalyse der Superkombinatoren

(SKREK) FU{zivag,...,zpap}bsur, B @ Berechnung der starken Zusammenhangskomponenten im Aufrufgraph
Phr SK mo(ar = ...an = 7) o Sei ~ die Aquivalenzrelation passend zu <*, dann sind die starken
wenn SK 21 ... z, = s die Definition von SK, o Lésung von F Zusammenhangskomponenten gerade die Aquivalenzklassen zu ~.

o Jede Aquivalenzklasse wird gemeinsam typisiert

Genau wie RSK1, aber in I" muss es eine Annahme fiir SK geben. Typisierung der Gruppen entsprechend der <*-Ordnung modulo ~.




lteratives Typisierungsverfahren: Vorarbeiten (2) Iteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Beispiel: Iterativer Typisierungsalgorithmus
f x y = if x<=1 then y else f (x-y) (y + g x) Eingabe: Verschrinkt rekursive Superkombinatoren SK1, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)
g x = if x==0 then (f 1 x) + (h 2) else 10 . .
h x = if x==1 then O else h (x-1) @ Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs
k x y = if x==1 then y else k (x-1) (y+(f x y)) @ T :=TU{SK; = Var.ai,...,5Kp : Vam.am} und j = 0.
Der Aufrufgraph (nur bzgl. £,g,h,k ) ist © Verwende fiir jeden Superkombinator SK; (mit i = 1,...,m) die Regel (SKREK) und
Annahme I';, um SK; zu typisieren.
g
@ Wenn die m Typisierungen erfolgreich, d.h. fiir alle i: T'; -7 SK; = 7;
C Dann allquantifiziere: SK; :: VX711, ..., 5Ky, - VX0 T,
h f:_) Setze T'j 1 := TU{SK :: VX1.71,. .., SKp ©: VT }
/ © Wenn T'; #1441, dann gehe mit j := j + 1 zu Schritt (3).
C Anderenfalls, d.h. wenn I'; = I'; 1, war I'; konsistent.
k
Ausgabe: Allquantifizierte polymorphen Typen der SK; aus der konsistenten Annahme.
Die Aquivalenzklassen (mit Ordnung) sind {h} <+ {f, g} =T {k}. Sollte irgendwann ein Fail in der Unifikation auftreten, dann sind SKi,..., SK,, nicht typisierbar.
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Eigenschaften des Algorithmus Beispiele: length (1)
@ Die berechneten Typen pro lterationsschritt sind length zs = caserist @ of{Nil — 0;(y : ys) — 1 + length ys}

eindeutig bis auf Umbenennung.
= bei Terminierung liefert der Algorithmus eindeutige Typen.

Annahme:
I' = {Nil :: Va.[a], () :: Va.a — [a] — [a],0,1 :: Int, (+) :: Int — Int — Int}

@ Pro Iteration werden die neuen Typen spezieller (oder bleiben gleich). Llteration: I'p = I'U {length :: Va.or}
D.h. Monotonie bzgl. der Grundtypensemantik: sem(Tj) 2 sem(Tj4+1) (@) ToU{ws:on}bassn, B
C N .. . . b) I :: FNil 7, E
o Bei Nichtterminierung gibt es keinen polymorphen Typ. 8 nggzz}yﬁzysﬁ a:}* (y:ys) s 75, s
Grund: Monotonie und man hat mit groBten Annahmen begonnen. (d) ToU{wsar}b0:my, By

(e) ToU{ws:an,y:aa,ys:ast} (1+ length ys) 2 75, E5
ToU{zs: an} b (caserisy xs of{Nil — 0; (y : ys) — 1 + length zs}) :: ag,
EiUEyUE3UE U E;sU{r =75, 71 = 73,03 = T4, 3 = T5}
To br length :: oo — a3)

(RCask)

o Das iterative Verfahren berechnet einen gréBten Fixpunkt (bzgl. der
Grundtypensemantik): Menge wird solange verkleinert, bis sie sich nicht mehr andert. (SKReR)
D.h. es wird der allgemeinste polymorphe Typ berechnet

wobei (o Lésung von E1 UE2 UE3 UE4UE5 U {7‘1 = T2, T1 = T3, (3 = T4, (X3 = 7’5}
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Beispiele: length (2)

(2): (AxV)

ToU{zs:ai} bk as:al,l
D.h T1 = Q1 und E1 :@

(b): (AXK)

ToU{xs:ar} FNil :: [ag], 0
D.h. 73 = [ag] und E; =0

A A
(C) (F({A)::)) o F () ag — [ag] = [a], 0 ,( xXV) Ty yag, (AxV)
(RAPP) Ty (() y) = as, {ag = [ag] = [ayg] = as — as} ) Ty ys = as,0

ToF (y:ys) = ar {ag — [ag] = [ag] = ay — as,as = a5 — a7}
wobei I'g =To U {zs = a1,y = au,ys s as}
D.h. T3 = Q7 und E3 = {Oég — [019] — [ag] = gy — Og, Qg = gy — 047}
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Beispiele: length (4)

Zusammengefasst: I'g Fp length :: o(a1 — a3)
wobei o Ldsung von

{ag = [ag] = [ag] = ay — ag, a5 = a5 — ar,
Int — Int — Int = Int — o171, 13 = a5 — o2, a1 = Oi12 — 00,
a1 = [ag], 0 = az,a3 = Int, a3 = ajo}

Die Unifikation ergibt als Unifikator

{a1 — [ag], a3 = Int, aq — ag, a5 — [agl, ag — ag, a7 — [agl, ag — [ag] = [a],
a1p — Int, 11 — Int — Int,aq2 — Int, @13 — [ag] — Int}

daher o(a; — a3) = [ag] — Int

'y =T U {length :: Va.[o] — Int}

Da 'y # I'1 muss man mit I'; erneut iterieren.
2.Iteration: Ergibt den gleichen Typ, daher war I'; konsistent.
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Beispiele: length (3)

AXK
(d)( * )I‘OU{xs::al}}—O:: Int,{
D.h. 7y =Int und Ey =0

(AxK)

(&) o

(RAvR)

(AxSK)

(AXK) (Ax
Ty F (+) = Int — Int — Int,0 , a TyF1:Int, 0 i Iy - length :: ai3,0 , Y Ty F (ys) = as,0
- (Rarr -
ToF ((+) 1) = agr, {Int = Int — Int = Int — ayq} , T (Length ys) :: aqo, {13 = a5 — a2}
Iy F (14 length ys) = aqg, {Int — Int — Int = Int — aq1, 043 = a5 — 12, Q11 = Q12 —> 10}

wobei I'p = To U {zs : a1,y = aq,ys it a5}

D.h. T5 = (10 und

FEs = {Int — Int — Int = Int — Q11,013 =as — Q12,11 = a2 — alo}

Iteratives Verfahren ist allgemeiner als Haskell
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Beispiel
gx=1: (g (g 'c"))

I' = {1:: Int,Cons :: Ya.a — [a] — [a], >c’ :: Char}
I'o=TU{g:Va.a} (undTj=ToU{z::a1}):

(AXSK Ax

ToFg:as,0 (, '\I‘BF ’c’ i Char, () ,
) (RAvP) -
KI‘BFg::ne,[l], Ty (g 7¢c?) = ar, {as = Char — a7}

(AXK) (Ax

T+ Cons a5 — [as] — [as], 0, (Axs

K.
ToF1:Int,0
(RAPP)

Iy b (Cons 1) = ag, a5 — [a5] — [a5] = Int — ag

' Tok (g (g ’c’)) it au, {ag = Char — a7, ap = a7 — a4}

ToF Cons 1 (g (g ’c?)) it as, {ag = Char — a7, a6 = a7 — au, a5 — [as] — [as] = Int — a3, a3 = aq — as}
Tobpgo(ar — az) = a; — [Int]
wobei o = {ay > [Int], a3 — [Int] — [Int], a4 — [Int],a5 — Int, a6 — a7 — [Int], ag +— Char — ar} die Lésung von
{as = Char — a7, a5 = a7 — a4, a5 — |as] — [a5] = Int — a3, a3 = ag — as} ist.

D.h. Ty =T'U{g:: Va.a — [Int]}.

(SKReK:

N&chste Iteration zeigt: I'y ist konsistent.

aej10n



lteratives Verfahren ist allgemeiner als Haskell (2) Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (1)

Beachte: Fiir die Funktion g kann Haskell keinen Typ herleiten:

Prelude> let g x = 1:(g(g 'c')) gx=x: (g (g 'c"))
<interactive>:1:13:

o I' = {Cons :: Va.a — [a] — [a],’c’ :: Char}.
Couldn't match expected type ~[t]' against inferred type ~Char'

Expected type: Char -> [t] o I'o=TU{g:Va.a}
Inferred type: Char -> Char
In the second argument of ~(:)', namely “(g (g 'c"))' O g as 0 . Tk ¢’ = Char. 0,
. AXK) (AXV). AXSK) RAPP) "
In the expression: 1: (g (g 'c')) (:M Tk Cons a5 — [az] = [as), 0, ToFaz:ap,d :m Tyhg: Of(j,@(, Ty k(g ’c?) oz, {ag = Char — a7}
Aber: Haskell kann den Typ verifizieren, wenn man ihn angibt: aam—2 - G D movas s Do) "onvas ,  To (6 lg’e)) = v, fan = Ghar 3 o706 = a1 0 )
Iy I Cons = (g (g ’c?)) :: az, {ag = Char — a7, a5 = a7 — a4, a5 — [as] = [a5] = a1 — a3, a3 = as — as}
sk
let g::a -> [Int]; g x = 1:(g(g 'c")) Tobrg:o(ar = az) = a5 — [as]
Prelude> :t wobei o = {a; — a5, a2 = [as], a3 = [as] = [as), as = [as], a6 — a7 — [a5], as — Char — a7} die Lésung von
‘t g {ag = Char — a7,a6 = a7 = a4, a5 — [a5] = [as] = a1 — a3, a3 = oy — ao} ist.
g :: a —> [Int]

Grund: Wenn Typ vorhanden, fiihrt Haskell keine Typinferenz durch, sondern verifiziert nur D.h.T1=TU{g: Va.a = [a]}.

die Annahme. g wird im Rumpf wie bereits typisiert behandelt.

Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (2) Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (3)

Da I'y # I's muss eine weitere Iteration durchgefiihrt werden:
Seily, =Ty U{z:aq}:
Da I'yg # 'y muss eine weitere lteration durchgefiihrt werden.

P i (A= —— g ——
Sei I = Fl U {1. . al}- - . ) Ty g i [cnar] — [[cna]],0 , ThF ¢’ Char,0 ,
Tk Cons a5 — [a5] = [a5],0 . Thtwxua,0  Thbg:[Char] — [[Char]],0 , T+ (g ’c’): ar,{[Char] — [[Char]] = Char — a7}
T b (Cons ) :: ag. a5 — [as] — [as] = a1 — a3 l, Tyt (g (g ’c?)) = ay, {[Char] — [[Char]] = Char — a7, [Char] —+ [[Char]] = a7 — a4}
(Ravr)
e Ty K rrprwey T+ Cons x (g (g *<) = o {[Ohar] - [[Char]] = Char — ar, [Ghar] — [[Chax] = a7 — as05 — as] = [a] = o > o oy = a1 — )
(K (v (AXSKI [ , s Tobrg:o(ar — az)
Ik Cons a5 — [as] = [a5],0 , TiFaz:a,0 N I'iFgias—lagl,0, Tk (g’c’):ar {as — [as] = Char — a7} wobei o die Lésung von
- I F (Cons ) :: ag,a5 — [as] = [as] =a1 —az , I F(g(g’c’)): as, {as — [as] = Char — a7,as — [ag] = a7 — as} {[Char] — [[Char]] = Char — a7, [Char] — [[Char]] = a7 — au,a5 = [as] = [as] = a1 — a3, a3 = ay — az} ist.
T I Cons z (g (g ’c’)) = az, {as — [as] = Char — a7, a6 — [ag] = a7 — auas — [as] = [as] = a1 — a3, a3 = ag — az} .
(s - — Unifikation:
TiFr g o(a — az) = [Char] — [[Char]] . )
wobei 0 = {a; — [Char], ay — [[Char]], a3 — [[Char]] — [[Char]], ay — [[Char]], a5 — [Char], ag — [Char], a7 — [Char], ag ~— Char} [Char} — [[Char]] = Char — ar,

die Lésung von {ag — [as] = Char — a7, a5 — [a6] = a7 — ay, a5 — [as] = [as] = a1 — a3, a3 = ay — ag} ist.

Daher ist 'y = ' U {g :: [Char| — [[Char]]}. [[(Eg:r] ]]ifhar,

Fail

g ist nicht typisierbar.
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Daher gilt ...

Satz

Das iterative Typisierungsverfahren bendtigt unter Umstidnden mehrere lterationen, bis ein
Ergebnis (untypisiert / konsistente Annahme) gefunden wurde.

Beachte: Es gibt auch Beispiele, (_:J_ie zeigen, dass mehrere Iterationen nétig sind, um eine
konsistente Annahme zu finden (Ubungsaufgabe).
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (2)

(AXK) (AXSK) ——
To b Cons :: g — [aug] = [aa], 0, Tokf:as
(RAPP) - (AXK) o
(RAPP) Ty b (Coms £) :: a3, {as — [au] = 4] = a5 — a3z} To F Nil :: [ae], 0
(SKREK) To bk [£] =2 a1, {as = [o4] = [ou] = a5 — a3, a3 = [aa] = a1}

Lo brgwo(on) = [as)]
o ={a1 — [as], a2 = a5, a3 — [as] = [as], a4 — as} ist
Lésung von {(14 — [a4] — [a4] = as — a3, 03 = [az] — 011}

Daher ist 'y = T U {f :: Va.[a], g :: Va.[a]}. Da T'; # T’y muss man weiter iterieren.
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens

f = [g]
g = [f]

Es gilt £ ~ g, d.h. das iterative Verfahren typisiert £ und g gemeinsam.
I' = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil : Va.a}.
Iy =TU{f : Va.a,g : Va.a}

(AXK) (AXSK)

T+ Cons :: ay — [ay] — [a4],0 ToFg:as
(RAPP) [oa] = [oul - (AXK) —————
(RAPP) Tok (Cons g) :: as, {ag = [au] = [a4] = a5 = a3z} o FNil :: [ag],0
PP - -
To = [g] = a1, {aq = [au] = [au] = a5 = a3, a3 = [ag] — a1}
(SKREK)
Lo by fio(ar) = |as)

o ={m — [as],a2 = as, a3 — [as] = [as],aq — a5} ist

Lésung von {ay — 4] = [au] = a5 — az, a3 = [ag] = a1}
-

Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (3)

(AXK) (AXSK)
(RAPP) Iy I Cons :: ay — [au] = [a4],0 Ty kg [as) (Axi)
T'1F (Cons g) :: a3, {ay — [ou] = [au] = [a5] — a3}, Ty - Nil :: [ag], 0
(RAPP) : ,
Ty F [g] = an, {a — [ou] = [aa] = [o5] = ag, a3 = [ag] = a1}
(SKREK)
Iy br £ o(an) = [[as]]
o = {a1 + [[as]], a2 = [as], a3 = [[as]] = [[as]], as = [as]} ist
Lésung von {ay — [aa] = o] = [as] — a3, a3 = [oa] = a1}
(}iixK; Ty F Cons = cg — [ay] — [aa], 0 ,(AXSK) Ty - £ [as) N
L APP -
(RAPP) T\ i (Cons £) : g, {as = o] = [au] = [05] = a3} ,( XK) Ty FNil o), 0
Tk [£] & o, {ou = [ou] = [aa] = [os] = g, a3 = [ao] = ar}
(SKREK)

Iibrgeo(an) = [[as]]
o ={o1 = [[as]], a2 = [as], a3 = [[a5]] = [[as]], a4 — [as]} ist
Losung von {ay — [a4] = [a4] = [as] = as, a3 = [02] = an}

Daher ist 'y = T U {f :: Va.[[a]], g :: Va.[[a]]}. Da T’y # I’y muss man weiter iterieren.
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (4)

Vermutung: Terminiert nicht
Beweis: (Induktion) betrachte den 4. Schritt:
I, =Tu{f: Va.[a]i, g Va[a}’} wobei [a]’ i-fach geschachtelte Liste

(AXK) I'; F Cons :: ag — [avg] — [ca), 0 ,(AXSK)

Titg:fas)

(RAPP) T; F (Cons g) :: ag, {as — [au] = [au] = [a5])" — as} ,(AXK> T; - Nil = [asl, 0
(RAPP) - . B
L [g] 2 a1, {ag = [ou] = [ad] = [a5]' = a3, a3 = [ag] = a1}
(SKREK)
Uik £ uo(an) = [[os]']
o ={a1 = [[as]'], a2 = [as]', a3 = [[as]'] = [[as]'], s = [as]'} st
Lésung von {ay — [au] = [o] = [as]' — a3, a3 = [a] — a1}
(AxK) T; - Cons : g — [avg] — [au), 0 ,(AXSK) T k£ o)
(RAPP) - (AXK)
T; F (Cons £) :: ag, {as — [au] — [au] = [as)' — a3} T b Nil =[], 0
(RAPP) - - - -
(SKREK) Ti b [£] = ar, {og = [ou] = [o] = [as])" = a3, a3 = [ag) = o}

~ Tirrgsoa) = ool v
o={m = [[as]'], a2 = [as]’, ag = [[as]'] = [[as]'], s — [as])'} st
Losung von {aq — [ou] = [ou] = [as)' = as, a3 = (o] = a1}

D.h. ;1 = T U {f :: Va.[a]"!, g :: Va.[a] 1}
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Aufrufhierarchie

o Das iterative Verfahren benétigt die Information aus der Aufrufhierarchie nicht:

o Es liefert die gleichen Typen, unabhiangig davon, in welcher Reihenfolge man die
Superkombinatoren typisiert.
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Daher ...

Satz
Das iterative Typisierungsverfahren terminiert nicht immer.

Es gilt sogar:

Theorem
Die iterative Typisierung ist unentscheidbar.

Dies folgt aus der Unentscheidbarkeit der so genannten Semi-Unifikation von First-Order
Termen.

Type Safety

Man spricht von Type Safety wenn gilt:
o Die Typisierung bleibt unter Reduktion erhalten (,, Type Preservation")
Genauer: Fiir einen Grundtyp 7: ¢ :: 7 vor der Reduktion ¢t — ¢/, dann auch ' :: 7
danach.
D.h. polymorphe Typen kdnnen auch allgemeiner werden.
o Getypte geschlossene Ausdriicke sind reduzibel, solange sie keine WHNF sind (“Progress
Lemma").

aoji0r
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Type Safety (2) Type Safety (3)

Lemma

Sei s ein direkt dynamisch ungetypter KFPTS+-seq-Ausdruck. Dann kann das iterative

Typsystem keinen Typ fiir s herleiten. Lemma (Type Preservation)

Beweis: s direkt dynamisch ungetypt ist, g.d.w.: Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck und s “*™% s'. Dann ist s'
® s = R[caser (¢ s1 ... s,) of Alts] und c ist nicht vom Typ T Typisierung von case fiigt wohl-getypt.
Gleichungen hinzu, so dass der Typ von (¢ s1 ... s,) und Typ von Pattern gleich ist. Daher
wird die Unifikation scheitern. Beweis: Hierfiir muss man die einzelnen Fille einer (8)-, (SK — f3)- und (case)-Reduktion

durchgehen. Fiir die Typherleitung von s kann man aus der Typherleitung einen Typ fiir

® s = R[caser Az.t of Alts]: Analog, Gleichungen verlangen dass (A\z.t) einen Funktionstyp . . . . § . .
jeden Unterterm von s ablesen. Bei der Reduktion werden diese Typen einfach mitkopiert.

erhalt, Pattern aber nie einen solchen haben.

@ R[(c s1 ... Sar(e)) t]: Typisierung typisiert die Anwendung ((c 51 ... Sqp(c)) t) Wie eine
verschachtelte Anwendung (((c s1) ...) Sar(c)) t). Es werden Gleichungen hinzugefiigt, die
sicherstellen, dass ¢ hochstens ar(c) Argumente verarbeiten kann.

/100 seji0n
Type Safety (4) Type Safety (5)
Aus den letzten beiden Lemmas folgt:
Satz
Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck. Dann ist s nicht dynamisch
ungetypt.
Theorem
Lemma (Progress Lemma) Die iterative Typisierung fiir KFPTS+seq erfiillt die , Type-safety “-Eigenschaft. J

Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck. Dann gilt:
o s ist eine WHNF, oder
o s ist call-by-name reduzibel, d.h. s 5 §'.

Beweis Betrachtet man die Fille, wann ein geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck irreduzibel
ist, so erhalt man:
s ist eine WHNF oder s ist direkt-dynamisch ungetypt. Daher folgt das Lemma.




Erzwingen der Terminierung Erzwingen der Terminierung (2)

firi=1,...,m:
(SKREKM) Ty U{zin o @ity Tiny 0 Qi § 8300 Til, E;
u ) — L. . . /
e SKji,...,SKy, ist Gruppe verschrankt rekursiver Superkombinatoren Py brpfiri=1,...,m Si(, ol = = Qi = TY)
. L 4 /
o I'y+p SKy i1, ..., T b SKyy, it 7y, seien die durch die . Iteration hergeleiteten wenn o Lésung von E1U...UE,, U iL—Jl{Ti S = g, =T}
Typen und SKl .731,1 :L.17n1 = 51
Milner-Schritt: Typisiere SK7,...,SK,, auf einmal, mit der Annahme: .
SKm Tm,l -+ Tmny, = Sm

Ly =TU{SK; = 71,...,SKp it Tm}; ohne Quantoren
und der Regel: (nichste Folie)

die Definitionen von SKi,...,SK,, sind

Als zusatzliche Regel muss im Typisierungsverfahren hinzugefiigt werden:

(AXSK2)

FU{SK:7}+SK =7
wenn 7 nicht allquantifiziert ist

Erzwingen der Terminierung (3) Das Milner-Typisierungsverfahren

Milner-Typisierung ist analog zum iterativen Typisierungsverfahren.

Unterschied zum iterativen Schritt:

o Die Typen der zu typisierenden SKs werden nicht allquantifiziert. Unterschiede:

@ Dabher sind wahrend der Typisierung keine Kopien dieser Typen moglich ® Es wird nur ein Iterationsschritt durchgefiihrt.

o Die aktuell zu typisierenden Superkombinatoren SK; sind mit allgemeinstem Typ «;

@ Am Ende werden die angenommenen Typen mit den hergeleiteten Typen unifiziert. (ohne Allquantor) in den Annahmen.

Daraus folgt:

Di Annah i h die (SK M)-Regel herleiten k i ts konsi .
ie neue Annahme, die man durch die (SKREKM )-Regel herleiten kann, ist stets konsistent Haskell verwendet das Milner-Typisierungs-Verfahren.

Nach einem Milner-Schritt terminiert das Verfahren sofort. J




Das Milner-Typisierungsverfahren, genauer Das Milner-Typisierungsverfahren (2)

Milner-Typisierungsverfahren: SK,, ..., SK,, alle SKs einer Aquivalenzklasse bzgl. ~
wobei alle kleineren SKs bereits getypt

© Annahme T enthalt Typen der bereits typisierten SKs und Konstruktoren

(allquantifiziert) Vereinfachung: Regel fiir einen rekursiven SK
Q Typisiere SK1,...,SK,, mit der Regel (MSKREK):
yp ﬁjri:ll,...,m: " gel ( ) (MSKREx1) TU{SK :: B,z1 :00,...,Zp san}tFsu7F
TU{SK1:p1,...,SKp i B} T }_T SK :: O’(O{l — ... — Qp —)7’)
MSKREK) U in = Gt Bim % i 812 70 B wenn ¢ Lésung von EU{B =01 = ... > a, = T}
( I‘FTﬁ]rz’:1,...,mSKi::U(ai,1%44.%ai,nlﬂri) & - n

m ) und SK z1 ... x, = s die Definition von SK ist
wenn o Lésung von By U...UE, U U{Bi =1 — ... = qin, = 7}
i=1

und SKy z11 ... Tig = 5

SKm Tmad -+ Tmp, — Sm
die Definitionen von SK;,...,SK,, sind

Falls Unifikation fehlschlagt, sind SKi, ..., SK,, nicht Milner-typisierbar
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Eigenschaften des Milner-Typcheck Beispiele

Man bendtigt manchmal exponentiell viele Typvariablen
Fiir das Milner-Typisierungsverfahren gelten die folgenden Eigenschaften: (in der GréBe des Ausdrucks):

@ Das Verfahren terminiert.
(let x0 = \z->z in

° D.as V.erfahren !i(?fert eir.1deutige Typen (bis auf Umbenennung von Variablen) (Lot x1 = (x0,x0) in

@ Die Milner-Typisierung ist entscheidbar. (let x2 = (x1,x1) in

@ Das Problem, ob ein Ausdruck Milner-typisierbar ist, ist DEXPTIME-vollstandig (let x3 = (x2,x2) in

o Das Verfahren liefert u.U. eingeschrinktere Typen als das iterative Verfahren. (let x4 = (x3,x3) in
Insbesondere kann ein Ausdruck iterativ typisierbar, aber nicht Milner-typisierbar sein. (let x5 = (x4,x4) in

o Das Milner-Typisierungsverfahren benétigt das Wissen um die Aufrufhierarchie der (et x6 = (x5,x5) in x6)))))))

Superkombinatoren: Es berechnet evtl. weniger allgemeine Typen bzw. Typisierung
schlagt fehl, wenn man nicht von unten nach oben typisiert. Die Anzahl der Typvariablen ist 26.

Verallgemeinert man das Beispiel, dann sind es 2".
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Beispiele: map Beispiele: map (2)

map f xs = case xs of {

- AV
0 -> 0 @ M TFzszanb
(y:ys) => (£ y):(map £ ys) D.h. 71 = az und By = 0.
¥
I'p = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a]} AXK) —
®) Y TENL = [as), 0
Seil =ToU{map: B, f::ai,xs e} und IV =T U {y: as,ys : as}. D.h. 72 = [as] und E2 =0
(¢) T'F (Cons y ys):: 73, Fs3 e I (Cons y) = ar, {as — [a) = [ae) Zas = ar} , I Fys:as,l
(d) THNil:: 7y, By (c) T’ F (Cons y ys) :: as, {as — [as] — [as] = az — a7, a7 = as — ag}
/ . .
(RCASE) (¢) I"F (Cons (fy) (map f ys)) :: 75, F D.h. 73 = ag und E3 = {as — [ag] = [as] = a3 — a7, a7 = a4 — as}
T+ case xs of {Nil — Nil;Cons y ys — Cons y (map f ys)} = o, E
(MSKREK1)
T brmap::o(ar — as — )
wenn o Lésung von EU {8 = a; = as — a} (d) (AXK) m

wobei E=FEiUEUE3sUE UE; U{m =T2,71 = T3, = T4, = T5 }. D.h. 74 = [ag] und Ey = 0.
(a) bis (e) folgt

Beispiele: map (3) Beispiele: map (4)

Gleichungssystem E U {8 = a1 — a2 — a} durch Unifikation I&sen:

(e) {as = [as] = [as] = az = a7, a7 = a1 = ag, a1 = a13 = a1,
e e o = [a10] = [ev0] = a5 a0 = as 01_157,3 = a1 — a2,
) T Coms e = fam] 5 ool 0+ T (y) 5 ann e —an e} T @ap f) 5 arn (= ar = ana) T gs nand Q12 = Qg = 13, Q2 = [as], @2 = as,a = ag,a = aus,
:::; I (Cons (4)) -0, {010 = o] = [o0) = 015 — 11,01 = s — o) TN map £ ) 5 um {8 = ar — cnz, oz = qa — ana) B=ai—az—a}
T (Cons (f 3) (map £ 49)) = o,
{an = a1z = aua, @10 = [@10] = [a0] = @15 = anr, 01 = a3 = a5, 8 = a1 — iz, 12 = a4 — a1} Die Unifikation ergibt

D.h. 75 = @14 und

g = {Ot d [alo],al = Qg —> 10, 2 > [ae],as = g, g [016}7045 = O,
ar = [as] = [ae], as = [ag], ag = [a1o], a11 + [a10] — [a1o],
Q12 > [Ote] — [0110]70413 [d [Ot1o},a14 [d [Ocm},oﬂs = a0,
,6 — (a6 — alo) — [O[s] — [alo],

Es = {Otn = a1z — 14, 10 — [alo] g [QIO] = a5 — Q11,01 =as — 15,
B=ai — a0 =a4 — CV13}

D.h. map :: o(a; — a2 — a) = (a6 — a10) — [a6] — [a10]-




Beispiele: erneute Betrachtung

g X =x:

(g (g 'c'))
Iteratives Verfahren liefert Fail nach mehreren Iteration.

Milner: T' = {Cons :: Va.a — [a] — [a], >c’ :: Char}.
SeiI"=TU{z:: a,g: B}

(s Tkg:=p,0 A,iAXK) Tk ’c’ :: Char, () ,
AXK v xSK: (RAPr) -
(“\)F)—Cons::a5—>[a5]—>[a5],@,(AV)F)—I::Q,Q (ASMI‘I-g::ﬂ,@, T't(g’c’) a7, {8 =Char - ar}
(RAPP) - (RAPP) - -
Tk (Cons z) :: ag,a5 — [as] = [as] =a = ag I'(g(g’c?)):aq,{B=Char = a7, 8=a7 = a4}

(RAPP)

T+ Cons z (g (g ’c’)) :: az, {8 = Char — a7, 8 = a7 = quas — [as] = [as] = a — ag, a3 = ay — s}
Thrg:ola— a)
wobei o die Lésung von
{8 =Char = a7, = a7 = as, a5 — [as] = [as] = a = ag, a3 = aq = a2, =a — as} ist.

(MSKREK)

Die Unifikation schlagt jedoch fehl, da Char mit einer Liste unifiziert werden soll. D.h. g ist
nicht Milner-typisierbar.
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Iteratives Verfahren kann allgemeinere Typen liefern

data Baum a = Leer | Knoten a (Baum a) (Baum a)

Die Typen fiir die Konstruktoren sind
Leer :: Ya. Baum a und
Knoten :: Va. a — Baum a — Baum a — Baum a

g x y = Knoten True (g x y) (g y %)

Milner-Typcheck g :: a — a — Baum Bool
Iteratives Verfahren: g :: @ — b — Baum Bool
Grund:

Iteratives Verfahren erlaubt Kopien des Typs fiir g, Milner nicht.
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Beispiele: erneute Betrachtung (2)

gx=1: (g (g 'c"))

Iteratives Verfahren liefert ¢ :: Va.oco — [Int]
Milner: Sei IV =T U {x :: a, g :: B8}

(AXSK2) (AXK

Thg:p,0, )F)—’c’::Char,@A,
) (AXK) (AXSK2) (RAPP) .

It Cons :: a5 — [as] — [as),0 , TH1:Int,0 Trg:=p,0, Tk (g’c’) a7, {8 =Char — a7}

(RAPP) - (RAPP) - -
'k (Cons 1) :: a3, a5 — [a5] = [a5] = Int — a3 Tk (g(g’c?)) = au,{6=Char —» a7, 8 = a7 = au}

ThCons 1 (g(g’c?)):ag{B=Char — a7, =ar = aq,a5 — [as] — [as] = Int — a3, a3 = aq — s}
Thrg:ola— a)
wobei o die Lésung von
{B = Char — a7, = a7 — a4, a5 — [as] = [as] = Int — ag,a3 = as = a2, = a — as} ist.

(AXK

(RAPP)

(SKREK)

Die Unifikation schligt fehl, da [a5] = Char unifiziert werden soll.

Milner Typisierung und Type Safety

@ Milner-getypte Programme sind immer auch iterativ typisierbar
@ Dabher sind Milner getypte Programme niemals dynamisch ungetypt

@ Es gilt auch das Progress-Lemma: Milner getypte (geschlossene) Programme sind
WHNFs oder reduzibel
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Milner Typisierung und Type Safety (2) Milner Typisierung und Type Safety (2)

Milner-typisierbar:
o Type-Preservation: Gilt in KFPTSP+seq, aber vermutlich nicht in Haskell:

let x = (let y = \u -> z in (y [, y True, seq x True))
z = const z X

let x = (let y = \u -> z in (y [], y True, seq x True))
z = const z X

. in x

in X

ist Milner-typisierbar. nicht Milner typisierbar (aber iterativ typisierbar):
let x = (y [0, y True, seq x True)

Wenn man eine so genannte (llet)-Reduktion durchfiihrt, erhalt man: y=\u->z

let x = (y [I, y True, seq x True) in xz = const z x

y=\u->z
z = const z x

in x o Der Effekt kommt von der Allquantifizierung nach erfolgreicher Typisierung:

Ist nicht mehr Milner-typisierbar

Vorher: einmal kann allquantifiziert werden
Nachher: alles wird auf einmal typisiert.

Milner Typisierung und Type Safety Ubersicht

KFPTS+seq

Das Beispiel ist aber unkritisch, denn:
@ Type-Preservation gilt fiir das iterative Verfahren;

o typisierte Programm sind dynamisch getypt;

Milner getypt

@ Milner-typisierbar impliziert iterativ typisierbar und
@ Reduktion erhalt iterative Typisierbarkeit

iterativ getypt
dynamisch getypt




Pradikativ / Impradikativ Beispiel mit Erweiterung: RankNTypes

o Priadikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen fiir Grundtypen (= Haskell,

KFPTSP+seq)
ey . . . . . *> :set -XRankNTypes
o Impradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen auch fiir polymorphe Typen (mit
Quantoren!) *> :t ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a
Versuch \x -> const (x True) (x 'A') zu typisieren: ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b)
x ist eine Funktion, die fiir alle Eingabetypen den gleichen Ergebnistyp liefert #> it ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a

Mit impr'édikativen Polymorphismus geht das: ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b)

(\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b) *> ((\x => const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a ->

"Hallo"
Aber:
o Kein Haskell, sondern Erweiterung
o Typinferenz / Typisierbarkeit nicht mehr entscheidbar!

RankNTypes
Normale Typen sind Rank-1-Typen:

@ Ina -> b -> asind alle Typvariablen allquantifiziert. D.h. der Typ ist dquivalent zu
forall a b. a ->b -> a

o forall in rechten Seiten des Funktionspfeils darf man nach oben schieben.

@ D.h. z.B. forall a. a -> (forall b. b -> a) ist dquivalent zu
forall a b. a -> b -> a und damit auch Rank-1

Rank-N-Typen

@ haben forall auch links vom Funktionspfeil

@ dies darf man nicht hochschieben

o N ist die Anzahl der Schachtelungen

e Z.B. forall b.(forall a. a -> b) ->b ist Rank-2

@ (forall a. a -> a) -> (forall b. b -> Db) ist auch Rank-2

@ ((forall a. a -> a) —> Int) -> Bool -> Bool ist Rank-3,
(nicht 4, da gleich zu ((forall a. a -> a) -> Int) -> (Bool -> Bool))
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b) -> b))

b)) :: (forall a. a -> b) -> b
b) -> b)) (const "Hallo")

b)) (const "Hallo") :: [Char]

-> b)) (const "Hallo")

Motivation Typen Typisierungsverfahren
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