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Ziele des Kapitels

o Warum typisieren?

o Typisierungsverfahren fiir Haskell bzw. KFPTS+seq
fiir parametrisch polymorphe Typen

o lteratives Typisierungsverfahren

@ Milnersches Typisierungsverfahren




Ubersicht

KFPTS+seq

Milner getypt

iterativ getypt
dynamisch getypt
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Motivation

Warum ist ein Typsystem sinnvoll?
o Fiir ungetypte Programme kénnen dynamische Typfehler auftreten
o Fehler zur Laufzeit sind Programmierfehler

Starkes und statisches Typsystem — keine Typfehler zu Laufzeit

Typen als Dokumentation

Typen bewirken besser strukturierte Programme

Typen als Spezifikation in der Entwurfsphase




Motivation (2)

Minimalanforderungen:

@ Die Typisierung sollte zur Compilezeit entschieden werden

o Korrekt getypte Programme erzeugen keine Typfehler zur Laufzeit




Motivation (2)

Minimalanforderungen:

@ Die Typisierung sollte zur Compilezeit entschieden werden

o Korrekt getypte Programme erzeugen keine Typfehler zur Laufzeit

Wiinschenswerte Eigenschaften:

o Typsystem schrankt wenig oder gar nicht beim Programmieren ein

@ Compiler kann selbst Typen berechnen = Typinferenz
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Motivation (3)

Es gibt Typsysteme, die diese Eigenschaften nicht erfiillen:

o Z.B. Simply-typed Lambda-Calculus:
Getypte Sprache ist nicht mehr Turing-méachtig, da dieses Typsystem erzwingt,
dass alle Programme terminieren

@ Erweiterungen in Haskells Typsystem:
Typisierung / Typinferenz ist unentscheidbar.
U.U. terminiert der Compiler nicht!.
Folge: Mehr Vorsicht/Anforderungen an den Programmierer.
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Naiver Ansatz

Naive Definition von , korrekt getypt":

Ein KFPTS+seq-Programm ist korrekt getypt, wenn es keine dynamischen Typfehler
zur Laufzeit erzeugt.




Naiver Ansatz

Naive Definition von , korrekt getypt":

Ein KFPTS+seq-Programm ist korrekt getypt, wenn es keine dynamischen Typfehler
zur Laufzeit erzeugt.

Funktioniert nicht gut, denn

Die dynamische Typisierung in KFPTS+seq ist unentscheidbar!



Unentscheidbarkeit der dynamischen Typisierung

Sei tmEncode eine KFPTS+seq-Funktion,
die sich wie eine universelle Turingmaschine verhalt:

@ Eingabe: Turingmaschinenbeschreibung und Eingabe fiir die TM

@ Ausgabe: True, falls die Turingmaschine anhalt

Beachte: tmEncode ist in KFPTS+seq definierbar und nicht dynamisch ungetypt
(also dynamisch getypt)



Unentscheidbarkeit der dynamischen Typisierung (2)

Fiir eine TM-Beschreibung b und Eingabe e sei

s:= if tmEncode b e
then casepoo Nil of {True — True;False — False}
else casepgool Nil of {True — True;False — False}

Es gilt:
s ist genau dann dynamisch ungetypt, wenn Turingmaschine b auf Eingabe e hilt.

Daher: Wenn wir dynamische Typisierung entscheiden kénnten, dann auch das Halteproblem

Satz
Die dynamische Typisierung von KFPTS+seqg-Programmen ist unentscheidbar. J
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Typen

Syntax von polymorphen Typen:
T: =TV ’ TCTl ... Ty ’ T — T

wobei T'V Typvariable, T'C' Typkonstruktor
Sprechweisen:

o Ein Basistyp ist ein Typ der Form T'C', wobei T'C' ein nullstelliger Typkonstruktor ist.

e Ein Grundtyp (oder alternativ monomorpher Typ) ist ein Typ, der keine Typvariablen
enthalt.

Beispiele:
@ Int, Bool und Char sind Basistypen.
@ [Int] und Char -> Int sind keine Basistypen aber Grundtypen.

@ [a] und a -> a sind weder Basistypen noch Grundtypen.
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Typen (2)

Wir verwenden fiir polymorphe Typen die Schreibweise mit All-Quantoren:
@ Sei 7 ein polymorpher Typ mit Vorkommen der Variablen aq, ..., ay
e Dann ist Vay, ..., a,.7 der all-quantifizierte Typ fiir 7.

@ Da Reihenfolge egal, verwenden wir auch VX'.7 wobei X Menge von Typvariablen
Spater:
o Allquantifizierte Typen diirfen kopiert und umbenannt werden,

@ Typen ohne Quantor diirfen nicht umbenannt werden!
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Typsubstitutionen

Typsubstitution = Abbildung einer endlichen Menge von Typvariablen auf Typen
Schreibweise: 0 = {a) — 71, ..., apn — Ty}

Formal: Erweiterung auf Typen: og: Abbildung von Typen auf Typen

op(TV) = o(TV), falls o die Variable TV abbildet
op(TV) = TV, falls o die Variable TV nicht abbildet
op(TC Ty ... T,) = TCog(Th) ... op(Ty)
UE(Tl —)Tg) = O'E(Tl) — O'E(TQ)

Wir unterscheiden im folgenden nicht zwischen ¢ und der Erweiterung og!
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Semantik eines polymorphen Typs

Grundtypen-Semantik fiir polymorphe Typen: }

sem(7) := {o(7) | o(7) ist Grundtyp , o ist Substitution}

Entspricht der Vorstellung von schematischen Typen:

Ein polymorpher Typ ist ein
Schema fiir eine Menge von Grundtypen
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Typregeln

Bekannte Regel:
sy — Ty, t=Ty

(st) Ty

Problem: Man muss ‘“richtige Instanz raten”, z.B.

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
not :: Bool -> Bool

Typisierung von map not: Vor Anwendung der Regel muss der Typ von map instanziiert

werden mit
o = {a > Bool,b — Bool}

Statt o zu raten, kann man o berechnen: Unifikation
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Unifikationsproblem

Definition
@ Ein Unifikationsproblem auf Typen ist gegeben durch eine Menge E von Gleichungen
der Form 71 = 75, wobei 71 und 75 polymorphe Typen sind.

@ Eine Losung eines Unifikationsproblem E auf Typen ist eine Substitution o (bezeichnet
als Unifikator), so dass o(71) = o(72) fiir alle Gleichungen 71 = 75 des Problems.

e Eine allgemeinste Losung (allgemeinster Unifikator, mgu = most general unifier) von E
ist ein Unifikator o, so dass gilt: Fiir jeden anderen Unifikator p von E gibt es eine
Substitution v so dass p(x) = vy o o(x) fiir alle z € FV(E).
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Unifikationsalgorithmus

o Datenstruktur: £ = Multimenge von Gleichungen

Multimenge = Menge mit mehrfachem Vorkommen von Elementen
e U FE’ sei die disjunkte Vereinigung von zwei Multimengen
o E[r/a] ist definiert als {s[r/a] =t[T/a] | (s =t) € E}.

Algorithmus: Wende Schlussregeln (s.u.) solange auf E an, bis
o Fail auftritt, oder

o keine Regel mehr anwendbar ist
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Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln

Fail-Regeln:
Eu{(TCi 1 ... 1) =(TCy 7| ... 7))}
Fail
wenn TCy # TCy

FaiLl

Eu{(TCy 7 ... 7) = (11 > 1)}
Fail

FAIL2

Eu{(r] =»m)=TCy 7 ... )}
Fail

FAIL3
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Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (2)

Dekomposition:

EU{TCt ... n=TC 7 ... 7.}

n
DEcomPOSEL — —
Eu{n=m,....7n=1,}

EUu{n—=mn=1—m}

DECOMPOSE2

EUu{n =1, =1}
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Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (3)

Orientierung, Elimination:

Eu{n =a}

Eu{a=m}
wenn 71 keine Typvariable und « Typvariable

ORIENT

EFEu{a=a
ELIMQ

wobei a Typvariable
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Unifikationsalgorithmus: Schlussregeln (4)

Einsetzung, Occurs-Check:

EU{a=rT}

E[r/alU{a =T}
wenn Typvariable a nicht in 7 vorkommt,
aber a kommt in E vor

SOLVE

EU{a=r7}
Fail
wenn 7 # « und Typvariable a kommt in 7 vor

OccURSCHECK
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a = b) = Bool — Bool}
{a = Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a = b) = Bool — Bool}
{a = Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c¢}:

{[d] = ¢,a — [a] = Bool — c}
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a = b) = Bool — Bool}
{a = Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c¢}:

{[d] = ¢,a — [a] =Bool — ¢}
{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}

DECOMPOSE2
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a — b) = Bool — Bool}
{a = Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c¢}:
{[d] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}
{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}
{[d] = ¢,a = Bool, ¢ = [a]}

DECOMPOSE2

ORIENT
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a — b) = Bool — Bool}
{a =Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c¢}:

{[d] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}

DECOMPOSE2 - - -
{[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}
ORIENT - - -
{[d] = ¢,a = Bool,c = [a]}
SOLVE

{[d] = [a],a = Bool,c = [a]}
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a — b) = Bool — Bool}
{a =Bool,b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c¢}:

{[d] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}
{[d] = ¢,a = Bool,[a] = ¢}

DECOMPOSE2

ORIENT - ; y
SoLvE {[d] = ¢,a = Bool,c = [a]}
Sorvi {[d] = [a],a = Bool,c = [a]}

{[d] = [Bool],a = Bool,c = [Bool]}
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a = b) = Bool — Bool}
{a = Bool, b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c}:

{ld] = ¢,a — [a] = Bool — ¢}

DECOMPOSE2 - - -
ORIENT {[d] : ¢, a : Bool, [a] ‘: c}
SoLve {[d] = ¢,a = Bool, c = [a]}
Sorvi {[d] = [a],a = Bool,c = [a]}

{[d] = [Bool],a = Bool,c = [Bool]|}
{d = Bool,a = Bool, ¢ = [Bool]}

DECOMPOSE1
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Beispiele

Beispiel 1: {(a — b) = Bool — Bool}:

{(a = b) = Bool — Bool}
{a = Bool, b = Bool}

DECOMPOSE2

Beispiel 2: {[d] = ¢,a — [a] = Bool — c}:

{[d] = ¢,a — [a] =Bool — ¢}

DECOMPOSE2 - - -
ORIENT {[d] = ¢,a = Bool, [a] = ¢}
S {[d] = ¢,a = Bool, ¢ = [a]}
Sove {[d] = [a],a = Bool,c = [a]}

{[d] = [Bool],a = Bool, ¢ = [Bool]}
{d = Bool,a = Bool, ¢ = [Bool]}

DECOMPOSE1

Der Unifikator ist {d — Bool,a + Bool, ¢+ [Bool]}.
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Beispiele (2)

Beispiel 3: {a = [b],b = [a]}

_ fa=[Bb= [a)

{a = [[a]], b = [a]}
Fail

SoLv

OccURSCHECK
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Beispiele (2)

Beispiel 3: {a = [b],b = [a]}

_ fa=[Bb= [a)

{a = [[a]], b = [a]}
Fail

SoLv

OccURSCHECK

Beispiel 4: {a — [b] =a — ¢ — d}

{a =[] =a—c—d}

DECOMPOSE2 - -
{a =a,[b] = c— d}
Evmm )2 y
FArL2 {[ ] ez }
Fail
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Eigenschaften des Unifikationsalgorithmus

@ Der Algorithmus endet mit Fail g.d.w. es keinen Unifikator fiir die Eingabe gibt.

@ Der Algorithmus endet erfolgreich g.d.w. es einen Unifikator fiir die Eingabe gibt.

Das Gleichungssystem E ist dann von der Form {ay = 7,...,,, = 7, }, wobei ;
paarweise verschiedene Typvariablen sind und kein o; in irgendeinem 7; vorkommt.
Der Unifikator ist dann o = {a1 = 71,...,q — T }.

o Liefert der Algorithmus einen Unifikator, dann ist es ein allgemeinster Unifikator.

@ Man braucht keine alternativen Regelanwendungen auszuprobieren!
Der Algorithmus kann deterministisch implementiert werden.

@ Der Algorithmus terminiert fiir jedes Unifikationsproblem auf Typen.
Ausgabe: Fail oder der allgemeinste Unifikator
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Eigenschaften des Unifikationsalgorithmus (2)

@ Die Typen in der Resultat-Substitution kénnen exponentiell groB werden.

ZB. {an =an_1 = Qn_1,0p-1 = Qp_2 = Qp_29,.. Lo =y — o}

Der Unifikator bildet jedes «v; auf einen Typ ab, der 2° — 1 Typpfeile enthilt. Z.B.
0'(041) = 0p — Qp,
o(az) = (g = ) — (0 — o),
0'(043) = ((040 — Oé()) — (O[() — ao)) — ((ao — OA()) — (Oéo — a()))

@ Der Unifikationsalgorithmus kann so implementiert werden, dass er Zeit O(nlogn)
bendtigt. Man muss Sharing dazu beachten und eine andere Solve-Regel benutzen.
Die Typen in der Resultat-Substitution haben danach DarstellungsgréBe O(n).

e Das Unifikationsproblem (d.h. die Frage, ob eine Menge von Typgleichungen unifizierbar
ist) ist P-complete. D.h. u.a.
@ Man kann im wesentlichen alle PTIME-Probleme als Unifikationsproblem darstellen.
@ Unifikation ist nicht effizient parallelisierbar.
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Typisierungsverfahren

Wir betrachten nun die
polymorphe Typisierung von KFPTSP+seq-Ausdriicken

Wir verschieben zundchst: Typisierung von Superkombinatoren
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Typisierungsverfahren

Wir betrachten nun die
polymorphe Typisierung von KFPTSP+seq-Ausdriicken
Wir verschieben zundchst: Typisierung von Superkombinatoren

Nachster Schritt:
Wie miissen die Typisierungsregeln aussehen?
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Anwendungsregel mit Unifikation

suT, tiuTo

(st):o(a)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir 7 = 75 — « ist
und « neue Typvariable ist.
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Anwendungsregel mit Unifikation

suT, tiuTo
(st):o(a)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir 7 = 75 — « ist
und « neue Typvariable ist.
Beispiel:
map :: (a — b) — [a] — [b], not :: Bool — Bool

(map not) :: o(«)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir
(a — b) — [a] — [b] = (Bool — Bool) — « ist
und « neue Typvariable ist.
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Anwendungsregel mit Unifikation

suT, tiuTo
(st):o(a)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir 7 = 75 — « ist
und « neue Typvariable ist.
Beispiel:
map :: (a — b) — [a] — [b], not :: Bool — Bool

(map not) :: o(«)
wenn o allgemeinster Unifikator fiir
(a — b) — [a] — [b] = (Bool — Bool) — « ist
und « neue Typvariable ist.

Unifikation ergibt {a — Bool, b — Bool, a — [Bool] — [Bool]}
Daher: o(a)) = [Bool] — [Bool]
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Typisierung mit Bindern

Wie typisiert man eine Abstraktion Az.s?
o Typisiere den Rumpf s
@ SeisuT
@ Dann erhilt Az.s einen Funktionstyp 71 — 7
@ Was hat 73 mit 7 zu tun?
o 7 ist der Typ von x
°

Wenn x im Rumpf s vorkommt, brauchen wir 71 bei der Berechnung von 7!
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Typisierung mit Bindern (2)

Informelle Regel fiir die Abstraktion:

Typisierung von s unter der Annahme “z hat Typ 7" ergibt s :: 7

AL.S T — T

Woher erhalten wir 7?
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Typisierung mit Bindern (2)

Informelle Regel fiir die Abstraktion:

Typisierung von s unter der Annahme “z hat Typ 7" ergibt s :: 7

AL.S T — T
Woher erhalten wir 77?

Nehme allgemeinsten Typ an fiir z, danach schrinke durch die Berechnung von 7 den Typ
ein.

Beispiel:
o \z.(x True)
o Typisiere (x True) beginnend mit z :: «
e Typisierung muss liefern o = Bool — o’
e Typ der Abstraktion A\z.(z True) :: (Bool — o) — .
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Typisierung von Ausdriicken

Erweitertes Regelformat:

I'Fsatm, E |

Bedeutung:
Gegeben eine Menge I' von Typ-Annahmen.
Dann kann fiir den Ausdruck s der Typ T und die Typgleichungen E hergeleitet
werden.

@ In " kommen nur Typ-Annahmen fiir Konstruktoren, Variablen, Superkombinatoren vor.

@ In F sammeln wir Gleichungen, sie werden erst spater unifiziert.
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Typisierung von Ausdriicken (2)

Herleitungsregeln schreiben wir in der Form

Voraussetzung(en)

Konsequenz

Fl |—81 ::7’1,E1 Fkl—sk b Tk,EK
I'kFsam B
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Typisierung von Ausdriicken (2)

Vereinfachung;:

Konstruktoranwendungen (¢ s1 ... s,) werden
wahrend der Typisierung
wie geschachtelte Anwendungen (((¢ s1) ...) sy)) behandelt.
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (1)

Axiom fuir Variablen:

(AXV)

Fr{zartrazaT,0
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (1)

Axiom fuir Variablen:

(AXV)

Fr{zartrazaT,0
Axiom fur Konstruktoren:

(AxK)

TU{c:Vay...an1rEcutfi/al,...,Bn/an],0
wobei 3; neue Typvariablen sind

o Beachte: Jedesmal wird ein neu umbenannter Typ verwendet!
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (2)

Axiom fiir Superkombinatoren, deren Typ schon bekannt ist:

(AXSK)

FTU{SK =Vai...an.7}F SK = 7[f1/0a, ..., Bn/am], 0
wobei (5; neue Typvariablen sind

@ Beachte: Jedesmal wird ein neu umbenannter Typ verwendet!
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (3)

Regel fiir Anwendungen:

I'tsorm, By und T'Ht:m, Fy

F'k(st)ra, BTUEU{n =7 — a}
wobei a neue Typvariable

(RAPP)
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (3)

Regel fiir Anwendungen:

I'tsorm, By und T'Ht:m, Fy

F'k(st)ra, BTUEU{n =7 — a}
wobei a neue Typvariable

(RAPP)

Regel fiir seq:
I'ts:am,E1 und T'Ft:m, Es

't (seqst)::m, E1UE,

(RSEQ)
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (4)

Regel fiir Abstraktionen:

Frv{z:alkFsarE
'-Xes:a—1,FE
wobei « eine neue Typvariable

(RABS)
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (5)

Typisierung eines case: Prinzipien

caseryp s of {
(c1 11 .- xLa'r‘(cl)) — t1;

o
(Cm Tmi1 .- mm,ar(cm)) — tm}

@ Die Pattern und der Ausdruck s haben gleichen Typ.
Der Typ muss auch zum Typindex am case passen
(Haskell hat keinen Typindex an case )

@ Die Ausdriicke t1,...,t, haben gleichen Typ,
und dieser Typ ist auch der Typ des ganzen case-Ausdrucks.
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Typisierungsregeln fiir KFPTS+seq Ausdriicke (6)

Regel fiir case:

I'tsor E
firallei=1,...,m: TU{Zi1 2 qit, - Tijar(ey) & Qiyar(e) ) T (Ci Tt -+ Tiar(es)) * Tir Bi
(RCASE)ﬁjr alled =1,....m: TU{®i1 = i1, T ar(e;) * Qar(ey) ) T ti & 7!, E.
casery, s of {
I (c1 '$1,1 cos Tlar(er)) 5 a, B
(cm T, L T, ar(cm)) — tm}

wobei E' = EUUEUUE'UU{T—Tz}UU{a—T}

und aw,a neue Typvarlablen sind
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Instanz der Case-Regel fiir Bool

'tsur,BE ThTrue:7,Ey [hFalse:m,FEy Tkt Bl Tktyur ES
[t (casepoo1 s of {True — t1;False — to}) it i, B
wobei E' = EUELUE,UE{UE,U{r =7, 7T =n}U{a="1,a="1}}
und «; ;, a neue Typvariablen sind

(RCasE)
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Instanz der Case-Regel fiir Listen

ks B

I'-Nil: m, By

Fu{z; :aq, 2zt g} - Cons 1 xg :: T, o

Lkt o, Bl

TU{zy:a1,x0:ao} bty 7h Eb
'k (caserisy s of {Nil — t1;(Cons w1 x2) — t2}) = o, B
wobei ' = FEUEy UE; UE UELU{T =71, 7 =n}U{a="1,a =15}

und «; j, o neue Typvariablen sind

(RCASE)
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Typisierungsalgorithmus fiir KFPTS+-seq-Ausdriicke

Sei s ein geschlossener KFPTS+seqg-Ausdruck, wobei die Typen fiir alle in s benutzten
Superkombinatoren und Konstruktoren bekannt sind.

@ Starte mit Anfangsannahme T, die Typen fiir die Konstruktoren und die
Superkombinatoren enthilt.

Q Leite I' - s :: 7, E mit den Typisierungsregeln her.
© Lose E mit Unifikation.

@ Wenn die Unifikation mit Fail endet, ist s nicht typisierbar;
Andernfalls: Sei o ein allgemeinster Unifikator von E, dann gilt s :: o(7).
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Optimierung

Zusétzliche Regel, zum zwischendrin Unifizieren:

Typberechnung:

I'tsur E
'ts:o(r),Es
wobei F, das geloste Gleichungssystem zu F ist
und o der ablesbare Unifikator ist

(RUNIF)
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Wohlgetyptheit

Definition
Ein KFPTS+seq Ausdruck s ist wohl-getypt, wenn er sich mit obigem Verfahren typisieren
[&sst.

(Typisierung von Superkombinatoren kommt noch)
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

T - (Cons True) :: 7y, By, To b Nil 7, By

(RAPP)

ToF (Cons True Nil) sy, By UEyU {7‘1 =T — a4}
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'g = {Cons :: Ya.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(AXK)

Iy - (Cons True) :: 7y, Ey, T FNil :: [ag), 0
Ty (Cons True Nil) :: ay, By U U {1 = [a3] — au}

(RAPP)
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: I'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

I'g F Cons :: 73, F3,To - True :: 74, By
To F (Cons True) :: an, {m3 =74 — as} UE3 U Ey ,(AXK) o FNil :: [ag), 0
IV (Cons True Nil) oy, {7'3 =74 = Oéz} UFE3sUE4U {012 = [ag] — 054}

(RAPP)

(RAPP)
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(a0 ok Coms :: g — [aq] = [oa],® ,To b True :: 74, £y

Ty F (Cons True) :: ag, {ag = [a1] = [a1] =74 — a2} U Ey ,(AXK) Ty b Nil :: [ag], @

(RAPP)

(RAPP)

[o F (Cons True Nil) :: ay,{a1 — [a1] = [a1] =74 = v} U Es U{as = [as] = a4}
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(AXK) (AXK)
To F Cons :: a1 — [a1] = [a1],0 T'p - True :: Bool, )
(RAPP) (

[y F (Cons True) :: ag, {aq — [a1] = [a1] = Bool — an} e o b Nil :: [ag], 0

(RAPP)

To F (Cons True Nil) :: a4, {a1 — [a1] — [a1] = Bool — ag} U {as = [as] — aa}
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(AXK) (AXK)
o F Cons : ag — [aq] = [a1],0 T F True :: Bool,
(RAPP) (

[o F (Cons True) :: ag, {aq — [a1] = [a1] = Bool — an} e To F Nil = [ag], @

(RAPP)

To F (Cons True Nil) :: au, {a1 — [a1] — [@1] = Bool — ag, as = [ag] — a4}
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(AXK) (AXK)
o F Cons : ag — [aq] = [a1],0 T F True :: Bool,
(RAPP) (

[o F (Cons True) :: ag, {aq — [a1] = [a1] = Bool — an} e To F Nil = [ag], @

(RAPP) B B
Tp - (Cons True Nil) :: au, {oq — [ou1] — [ou] = Bool — ag, ap = [a3] — au}

Lése {a1 — [a1] — [a1] = Bool — as, as = [as] — aa} mit Unifikation
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

(AXK) (AXK)
o F Cons : ag — [aq] = [a1],0 T F True :: Bool,
(RAPP) " X B — ]
Ty F (Cons True) :: ag, {1 — [a1] = [@1] = Bool — an} ,(A Y To F Nil = [ag], @

(RAPP)

To F (Cons True Nil) :: au, {a1 — [a1] — [@1] = Bool — ag, as = [ag] — a4}

Lése {a1 — [a1] — [a1] = Bool — as, as = [as] — aa} mit Unifikation

Ergibt: 0 = {a1 — Bool, az — ([Bool] — [Bool]), a3 > Bool, cg + [Bool]}
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Beispiele: Typisierung von (Cons True Nil)

Typisierung von Cons True Nil

Starte mit:
Anfangsannahme: T'y = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a], True :: Bool}

R o F Cons :: a1 — [aq] — [a1], 0 ,(AXK) T F True :: Bool,
(RAPP) X (AXK) ————————————
Ty (Cons True) :: ag, {1 — [1] = [@1] = Bool — as} T FNil :: [ag), 0

(RAPP) B B
Tp - (Cons True Nil) :: au, {oq — [ou1] — [ou] = Bool — ag, ap = [a3] — au}

Lése {a1 — [a1] — [a1] = Bool — as, as = [as] — aa} mit Unifikation
Ergibt: 0 = {a1 — Bool, az — ([Bool] — [Bool]), a3 > Bool, cg + [Bool]}

Daher (Cons True Nil) :: o(as) = [Bool]
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Beispiele: Typisierung von \z.x

Typisierung von \x.x

Starte mit: Anfangsannahme: I'y = ()

Fou{zzalFzunE
o (A\rx) ta— 1, FE

(RABS)
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Beispiele: Typisierung von \z.x

Typisierung von \z.x

Starte mit: Anfangsannahme: Iy = ()

(AxV

)Fou{m::a}l—m::a,w

(RABs)

ToF (A\z.z) i = a, )
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Beispiele: Typisierung von \z.x

Typisierung von \z.x

Starte mit: Anfangsannahme: Iy = ()

(AxV

)Fou{m::a}l—m::a,ﬁ
(RABs)
ToF (A\z.z) i = a, )

Nichts zu unifizieren, daher (\z.x) :: @ — «
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (Ay.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'y = ()

. 0F Az(z 2)) 1, E1,0F (Ay.(y y)) = T2, Eo
0 Qz(z2) Ay.(yy) ma, BEUE U{mn =17 — a1}

(R
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z z)) (A\y.(y v))
Starte mit: Anfangsannahme: I'y = ()
{r )b (va):n, By

) 0 Mz(z2) tas =7, B ,0F Qy.(y y)) : 72, Eo
0+ (/\:1:(:17 x)) ()\y.(y y)) o, By UEyU {7‘1 =1 — al}

(RABS)

(RA
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (A\y.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'o = ()

{x b baom By {r o} bxnny, By,
{za}F(za)tag,{ms=m— a3} UEsUE,
Ans) D Qz(z ) oe—ag,{m=m1— a3} UEsUEy ,0F (\y.(y y)) = 72, Ba
"0 0@ 2) (g9 9)) = o {7 = 74— as} U B3 U B3 U By U{ag =1 — a1}

(RAPP)

(®

(®
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (Ay.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = ()

B {z o} baiand {v:a}ttaxam, By,

(RAPP) B
{z o}t (xx):as,{aa=771— az} UE,

A‘jss) (I ()\x(x 1‘)) g — Qg, {a2 = T — a3} U Ey ,@ - (/\y.(y y)) 1y, By
O+ Aa.(z 2) My ) = or,{oe =7 = as} UEUE, U{as =71 — a1}

(R

(R
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (Ay.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = ()

B {z:as} bzl ,(AXV) {z:as}bFxial,
(RAPP) R
. {z e} b (r2):as, {ag=as — a3}
0 Mz.(z 2) = — ag, {as = as — az} O Qy.(y y)) 1o, By
(RAPP)

0 Az.(z2) Qy.(yy) = a1, {as=as = as}UEyU{ag =70 — a1}
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (A\y.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = ()

B {z:as} b oia,ld ,(AW) {z o} bFoial,
(RAPP) -
. {z:a} b (z2):as, {as=as — as}
R LG e N Gt St S L XU

0 x.(z2) Ay.(yy) = a1, {as =as = as} U EyU{as =7 — a1}
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Beispiele: Typisierung von €2

Typisierung von (\z.(z x)) (A\y.(y v))

Starte mit: Anfangsannahme: I'g = ()

B {z:as} b oia,ld ,(AW) {z o} bFoial,
{z oo} b (z2) a3, {ag = ag — a3}
O (Az.(z 2)) = ag = as, {as = as — az} L0 Oy y)) = 7o, Bo

0 x.(z2) Ay.(yy) = a1, {as =as — as}UEyU{as =7 — a1}

(RAPP)

(RABS)

(RAPP)

Man sieht schon:
Die Unifikation schligt fehl, wegen: as = ap — a3

Daher: (Az.(z z)) (Ay.(y y)) ist nicht typisierbar!

Beachte: (Az.(z x)) (Ay.(y y)) ist nicht dynamisch ungetypt aber nicht wohl-getypt
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (1)

Annahme: map und length sind bereits typisierte Superkombinatoren.
Wir typisieren:

t := Azs.caserist ¥s of {Nil — Nil;(Cons y ys) — map length ys}
Als Anfangsannahme benutzen wir:
'y = {map :: Va,b.(a — b) — [a] — [b],
length :: Va.[a] — Int,
Nil :: Va.[a)

Cons :: Ya.a — [a] — [a]

}
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (2)

Herleitungsbaum:

(AXK) 55— (AXV) —5— (AXSK) w5— (AXSK) -5—
(RAPP) 7B8 ’ . Bl5
. (AXV) =5— (RAPP) —————5———— (AXV) —5—
(AXV) 55— (AXK) —=— (RAPP) B ’ B ! Bis
3 3 (AXK) =—5— (RAPP)
B3, By, Bs ) By . B
(RCASE)
(RABS) B2
By
Beschriftungen:
Bi= Tobt:a — as,

{as — [as] = [as] = a3 — a6, a6 = as — a7,
(as = ag) = [as] = [ag] = ([ar0] = Int) = aur, an = a4 = awo,
a1 = [az], 1 = a7, a13 = [ou4], 13 = aig, }

By = ToU{zs:ai}hk
caserist s of {Nil — Nil; (Cons y ys) — map length ys} :: a1s,

{as = [as] = [as] = az = as, a6 = as — ar,
(s = ag) = [ag] = [as] = ([r0] = Int) = a1, a1 = ag — oz,
aq = [012]701 = Q7,13 = [Oé14],0413 = a127}
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (3)

Herleitungsbaum:

(AXK) B— (AXV) —5— (AXSK) —5— (AXSK) B
(RAPP) (AXV) = Ravrp) 224 2L ayy
(AXV) 5— (AxK) RA::) Be : : (AXK) (RA:: Bi . : Bis
Bg R B B5 B Bll
(RCASE)
(RABS) B2
. B,
Beschriftungen:
Bs= ToU{zs:ai}t zs:ai,d
By= ToU{xs: a1}k Nil:: [a2],0
Bs = ToU{xs: ai,y: as,ys:as}t (Cons y ys) :: ar,
{as = [as] = [as] = as = as, a6 = a4 —> ar}
Bs= ToU{zs: a1,y as,ys: as}t (Cons y) :: as,
{015 — [a5] — [a5] = a3 — Oéf,‘}
Br= ToU{zs:ai,y:asys:as}bys:aqd
Bs= ToU{xs: ai,y: as,ys:as}t Cons::as — [as] = [as],0
By= ToU{zs:a1,y:as,ys:astby:as,d

Bio= TowU {ms I al} FNil :: [a14],(2)

TCS | 07 Typisierung | WS 2021/22 48/107 Typisierungsverfahren



Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (4)

Herleitungsbaum:

(::;I:)) B—S 7(AxV) B—g (AXSK) 3714 7(AxSK) 3715
——— (AXV) —5— (RAPP) ————————— (AXV) —5—
Bs Bio ; By
(AXV) =—5— (AXK) 45— (RAPP) (AXK) 45— (RAPP)
(RCxst) By, Bs , Byg , By
(RABS) 32
B
Beschriftungen:
Bii= ToU{ws: a1,y: as,ys: as} b (map length) ys :: a1z,
{(ag — ag) — [Clg] — [Clg] = ([0410] — Int) — o011, 11 = a4 —> Otlg}
Bz = ToU{ws: a1,y: as,ys:: as} b (map length) :: a1,
{(Oég — Otg) — [Oég] — [0(9] o= ([0&10] — Int) — Oéll}
Bis= ToU{xs:ar,y:as,ys:astys:agl
Bis ToU{zs: ai,y: as,ys: as} b map:: (ag = ag) — [as] = [ag], D

Bis =

Do U{xs a1,y :: as,ys

aq} b length :: [a10] — Int, 0
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (5)

Beschriftung unten:

Bi1= Tokt:a — ais,
{as = [as] = [as] = as = as, a6 = a4 — az,
(ag — 019) — [068] — [Oég] = ([am] — Int) — 11, Q11 = a4 — 12,

a1 = [062]7041 = Q7,013 = [a14],a13 = 0412,}
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (5)

Beschriftung unten:

Bi1= Tokt:a — ais,
{as = [as] = [as] = as = as, a6 = a4 — az,
(ag — 019) — [068] — [Oég] = ([am] — Int) — 11, Q11 = a4 — 12,

a1 =[], 00 = a7, a13 = [oa4], 13 = 12, }
Lése mit Unifikation:

{as — [a5] = [as] = as — as, a6 = s — ar,
(as = a9) = [as] = [as] = ([a10] = Int) — 11,001 = au — auz,

a1 = [ag], 1 = ar, 13 = [@14], @13 = @12}
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Beispiele: Typisierung eines Ausdrucks mit SKs (5)

Beschriftung unten:

Bi1= Tokt:a — ais,
{as = [as] = [as] = as = as, a6 = a4 — az,
(Otg — 019) — [Oég] — [ch] = ([am] — Int) — 11, Q11 = a4 — 12,

a1 =[], 00 = a7, a13 = [oa4], 13 = 12, }
Lése mit Unifikation:

{as — [a5] = [as] = as — as, a6 = s — ar,
(as = a9) = [as] = [as] = ([a10] = Int) — 11,001 = au — auz,

a1 = [ag], 1 = ar, 13 = [@14], @13 = @12}

Ergibt:
o = {al — [[O[lo]],OQ — [am],ag — [0110],0&4 — [[Oélo]],a5 — [OélO],
Qg > [[alo]] — [[0510]],0[7 — [[alo]],ag — [alo],ag — Int,
o111 [[Oqo” — [Int],ozlg — [Int],alg — [Int},oz14 — Int}

Damit erhdlt man t :: o(aq — aq3) = [[avo]] — [Int].
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (1)

Die Funktion const ist definiert als

const :: a -> b -> a
const X y = X

Typisierung von \z.const (x True) (z ’A’)

Anfangsannahme:
I'p = {const :: Va,b.a — b — a,True :: Bool, A’ :: Char}.
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (2)

(AxV) (AXK)
I'ikFz:ap, Tt True: Bool
(AXSK) (RAPP) (AXV) (AXK)
I'1 F const :: ag — ag — an, Iy (z True) :: a4, B4 T'i1Fxay, T1F’A :Char
(RAPP) (RAPP)
I'1 - const (z True) :: as, By , Tik(x °A°) : ap, B3

(RAPP)

T'y - const (x True) (z *A’) :: oy, Ey
Lo F Az.const (z True) (x ’A’) = a1 — a7, By

(RABS)

wobei I't =To U {z :: @1} und:

Ei = {a1 =Bool — au}

Es = {a1 =Bool = au,as = a3 — @2 = a4 —> a5}

E; = {ai1 =Char — as}

E, = {ai1 =Bool = as,as — a3 —» @2 = a4 — a5, a1 = Char — ag,

as =g —> ar}
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (2)

(AxV) (AXK)
I'ikFz:ap, Tt True: Bool
(AXSK) (RAPP) (AXV) (AXK)
I'1 F const :: ag — ag — an, Iy (z True) :: a4, B4 T'i1Fxay, T1F’A :Char
(RAPP) (RAPP)
I'1 - const (z True) :: as, By , Tik(x °A°) : ap, B3

(RAPP)

T'y - const (x True) (z *A’) :: oy, Ey
Lo F Az.const (z True) (x ’A’) = a1 — a7, By

(RABS)

wobei I't =To U {z :: @1} und:

Ei = {a1 =Bool — au}

Es = {a1 =Bool = au,as = a3 — @2 = a4 —> a5}

E; = {ai1 =Char — as}

E, = {ai1 =Bool — au,as — a3 —» a2 = a4 — a5, a1 = Char — ag,

as =g —> ar}

Die Unifikation schldgt fehl, da Char # Bool
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (3)
In Haskell:

Main> \x -> const (x True) (x 'A')

<interactive>:1:23:
Couldn't match expected type “Char' against inferred type “Bool'
Expected type: Char -> b
Inferred type: Bool -> a
In the second argument of “const', namely “(x 'A')'
In the expression: const (x True) (x 'A')
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (3)
In Haskell:

Main> \x -> const (x True) (x 'A')

<interactive>:1:23:

Couldn't match expected type “Char' against inferred type “Bool'
Expected type: Char -> b
Inferred type: Bool -> a

In the second argument of “const', namely “(x 'A')'

In the expression: const (x True) (x 'A')

o Beispiel verdeutlicht: Lambda-gebundene Variablen sind monomorph getypt!
@ Das gleiche gilt fiir case-Pattern gebundene Variablen
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Bsp.: Typisierung von Lambda-geb. Variablen (3)
In Haskell:

Main> \x -> const (x True) (x 'A')

<interactive>:1:23:

Couldn't match expected type “Char' against inferred type “Bool'
Expected type: Char -> b
Inferred type: Bool -> a

In the second argument of “const', namely ~(x 'A')'

In the expression: const (x True) (x 'A')

o Beispiel verdeutlicht: Lambda-gebundene Variablen sind monomorph getypt!

@ Das gleiche gilt fiir case-Pattern gebundene Variablen

@ Daher spricht man auch von let-Polymorphismus, da
nur let-gebundene Variablen polymorph sind.

o KFPTS+seq hat kein let, aber Superkombinatoren, die wie (ein eingeschrinktes
rekursives) let wirken
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Rekursive Superkombinatoren

Definition (direkt rekursiv, rekursiv, verschrinkt rekursiv)

@ Sei SK eine Menge von Superkombinatoren

o Fir SK;,SK; € SK sei

SK; = SK;

g.d.w. SK; den Superkombinator SK; im Rumpf benutzt.
=<7 transitiver Abschluss von =< (=*: reflexiv-transitiver Abschluss)
SK; ist direkt rekursiv wenn SK; < SK; gilt.
SK; ist rekursiv wenn SK; <T SK; gilt.
SKi,...,SKy, sind verschrankt rekursiv, wenn SK; < SK; fiir alle 4,5 € {1,...,m}
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Typisierung von nicht-rekursiven Superkombinatoren

@ Nicht-rekursive Superkombinatoren kann man wie Abstraktionen typisieren

@ Notation: I' 7 SK :: 7, bedeutet:
unter Annahme I' kann man SK mit Typ 7 typisieren
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Typisierung von nicht-rekursiven Superkombinatoren

@ Nicht-rekursive Superkombinatoren kann man wie Abstraktionen typisieren

@ Notation: I' 7 SK :: 7, bedeutet:
unter Annahme I' kann man SK mit Typ 7 typisieren

Typisierungsregel fiir (geschlossene) nicht-rekursive SK:

Fru{z1:aq,...,2ntaytbFsu, E
F'kr SK 2:VX.0(a = ... > ap = T)

(RSK1)

wenn o Lésung von E,
SK x1 ... x, = s die Definition von SK
und SK nicht rekursiv ist,

und X die Typvariablen in o(av; = ... = oy — 7)
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Beispiel: Typisierung von (.)

() fgx=1£f (gx)

I'g ist leer, da keine Konstruktoren oder SK vorkommen.

(AXV/

(AXV)

)Fl Fgiao,®, Tikx:aszl
CTiFfran0, Tik(ga) s as {as =05 > a5)
I E(f (go) s ag,{ae =a3 = as,a; = a5 — as}
Obp (1) VX .0(ar = as = ag — ay)
wobei I'y = {f :: 1,9t ag, x :: ag}

(RAPP)

(RSK1)

Unifikation ergibt 0 = {ag — a3 — a5, a1 — a5 — ay}.

Daher: (a1 = a2 = ag = au) = (a5 = au) = (a3 = a5) = az = au

Jetzt kann man X = {as, a4, a5} berechnen , und umbenennen:

) Va,b,c.(la—b)— (¢c—a)—c—b
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Typisierung von rekursiven Superkombinatoren

e SeiSKux1 ... zp,=¢
@ und SK kommt in e vor, d.h. SK ist rekursiv

@ Warum kann man SK nicht ganz einfach typisieren?
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Typisierung von rekursiven Superkombinatoren

e SeiSKux1 ... zp,=¢
@ und SK kommt in e vor, d.h. SK ist rekursiv
@ Warum kann man SK nicht ganz einfach typisieren?

o Will man den Rumpf e typisieren, so muss man den Typ von SK kennen!
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|dee des lterativen Typisierungsverfahrens

@ Gebe SK zunichst den allgemeinsten Typ
(d.h. eine Typvariable) und typisiere den Rumpf unter Benutzung dieses Typs

@ Man erhilt anschlieBend einen neuen Typ fiir SK
@ Mache mit neuem Typ weiter
@ Stoppe, wenn neuer Typ = alter Typ

@ Dann hat man eine konsistente Typannahme gefunden;
Vermutung: auch eine ausreichend allgemeine (allgemeinste?)

Allgemeinster Typ: Typ T' so dass sem(7) = {alle Grundtypen}.
Das liefert der Typ « (bzw. quantifiziert Yov.«)
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Iteratives Typisierungsverfahren

Regel zur Berechnung neuer Annahmen:

Fru{z;ay,...;2n s}t bFsan E
(SKREK) iz ! niiGn}

tp SK io(ag = ...ap — 7)

wenn SK x1 ... x, = s die Definition von SK, o Losung von E

Genau wie RSK1, aber in I' muss es eine Annahme fiir SK geben.
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lteratives Typisierungsverfahren: Vorarbeiten (1)

Wegen verschrankter Rekursion:
@ Abhingigkeitsanalyse der Superkombinatoren
@ Berechnung der starken Zusammenhangskomponenten im Aufrufgraph

o Sei ~ die Aquivalenzrelation passend zu <*, dann sind die starken
Zusammenhangskomponenten gerade die Aquivalenzklassen zu ~.

o Jede Aquivalenzklasse wird gemeinsam typisiert

Typisierung der Gruppen entsprechend der <*-Ordnung modulo ~.
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lteratives Typisierungsverfahren: Vorarbeiten (2)

Beispiel:

f x y = if x<=1 then y else f (x-y) (y + g x)
g x = if x==0 then (f 1 x) + (h 2) else 10
h x = if x==1 then 0 else h (x-1)

k x y = if x==1 then y else k (x-1) (y+(f x y))

Der Aufrufgraph (nur bzgl. £,g,h,k ) ist
/g\
Q ;

Ck
Die Aquivalenzklassen (mit Ordnung) sind {R} <* {f, g} <t {k}.
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

© Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs

v
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

© Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs

Q I'y:=TU{SK; =:Vaj.ai,...,SK;, : Vam.am,} und j = 0.

v
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

© Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs
Q I'y:=TU{SK; =:Vaj.ai,...,SK;, : Vam.am,} und j = 0.

© Verwende fiir jeden Superkombinator SK; (mit i =1,...,m) die Regel (SKREK) und
Annahme I';, um SK; zu typisieren.

v
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

© Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs
Q I'y:=TU{SK; =:Vaj.ai,...,SK;, : Vam.am,} und j = 0.

© Verwende fiir jeden Superkombinator SK; (mit i =1,...,m) die Regel (SKREK) und
Annahme I';, um SK; zu typisieren.

@ Wenn die m Typisierungen erfolgreich, d.h. fiir alle ¢: I'; Fp SK; =2 7
Dann allquantifiziere: SKy :: VX1.71,...,SK;, : VX0 . Tm
Setze I'jy1 =T U{SK; = VX1.71,..., 5K, : VX0 T }
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

© Anfangsannahme I' enthalt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs
Q I'y:=TU{SK; =:Vaj.ai,...,SK;, : Vam.am,} und j = 0.

© Verwende fiir jeden Superkombinator SK; (mit i =1,...,m) die Regel (SKREK) und
Annahme I';, um SK; zu typisieren.

@ Wenn die m Typisierungen erfolgreich, d.h. fiir alle ¢: I'; Fp SK; =2 7
Dann allquantifiziere: SKy :: VX1.71,...,SK;, : VX0 . Tm
Setze I'jy1 =T U{SK; = VX1.71,..., 5K, : VX0 T }

© Wenn I'; #T'j44, dann gehe mit j := j + 1 zu Schritt (3).
Anderenfalls, d.h. wenn I'; = I';;1, war I'; konsistent.
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lteratives Typisierungsverfahren: Der Algorithmus

Iterativer Typisierungsalgorithmus
Eingabe: Verschrankt rekursive Superkombinatoren SK7, ..., SK,, (kleinere SKs schon typisiert)

@ Anfangsannahme T enthilt Typen der Konstruktoren und der bereits bekannten SKs
Q I'y:=TU{SK; =:Vaj.ai,...,SK;, : Vam.am,} und j = 0.

© Verwende fiir jeden Superkombinator SK; (mit i =1,...,m) die Regel (SKREK) und
Annahme I';, um SK; zu typisieren.

@ Wenn die m Typisierungen erfolgreich, d.h. fiir alle ¢: I'; Fp SK; =2 7
Dann allquantifiziere: SK; :: VX171, ..., SKy, 2 VX0 T
Setze I'jy1 =T U{SK; = VX1.71,..., 5K, : VX0 T }

© Wenn I'; #T'j44, dann gehe mit j := j + 1 zu Schritt (3).
Anderenfalls, d.h. wenn I'; = I';;1, war I'; konsistent.

Ausgabe: Allquantifizierte polymorphen Typen der SK; aus der konsistenten Annahme.
Sollte irgendwann ein Fail in der Unifikation auftreten, dann sind SKj, ..., SK,, nicht typisierbar.

y
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Eigenschaften des Algorithmus

Die berechneten Typen pro lterationsschritt sind
eindeutig bis auf Umbenennung.
= bei Terminierung liefert der Algorithmus eindeutige Typen.

@ Pro Iteration werden die neuen Typen spezieller (oder bleiben gleich).
D.h. Monotonie bzgl. der Grundtypensemantik: sem(7}) 2 sem(Tj41)

@ Bei Nichtterminierung gibt es keinen polymorphen Typ.
Grund: Monotonie und man hat mit gréBten Annahmen begonnen.

o Das iterative Verfahren berechnet einen groBten Fixpunkt (bzgl. der
Grundtypensemantik): Menge wird solange verkleinert, bis sie sich nicht mehr dndert.
D.h. es wird der allgemeinste polymorphe Typ berechnet
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Beispiele: length (1)

length xs = caserisy 5 0f{Nil — 0; (y : ys) — 1 + length ys}

Annahme:
I' = {Nil :: Va.[a], (%) :: Va.a — [a] — [a],0,1 :: Int, (4) :: Int — Int — Int}
1.lteration: ') = I' U {1ength :: Va.a}

(a) ToU{zs: a1}t as:m, Ey
) ToU{xzs: o} FNil: 1o, By
(¢) ToU{zs:ai,y:aq,ysastt (y:ys):7,Es3
(d) ToU{zs:ar} k07, By
() ToU{zs:ai,y:aqys:asttt (14 length ys) = 75, Es5
ToU{xs:: a1}t (caserist xs of{Nil — 0; (y : ys) — 1 + length zs}) :: as,
ElUEQUEgUE4UE5U{T1 ﬁTQ,Tl ﬁTg,ag ﬁT4,043 £T5}
Ty Fr length :: o(an — a3)

(RCASE)

(SKREK)

wobei o Lt')sung von K1 UFEyUFE3UFE4UE5U {7’1 = T2, T1 = T3, (X3 = T4, O3 = T5}
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Beispiele: length (2)

(a): (AXV) ToU{zs:ag}tas:ay,l

Dhr=a;und E1 =0

(b): (AXK) ToU{zs:ai} - Nil = [ag),0

D.h. 72 = [ag] und F2 =0

A A e T —
(c) o) T (00 foa] > ook ) FFyw (AxV)
(RAPP) ToH((:) y) it as, {ag — [ag] = [ag] = ag — ag} , ok ys:as,0

THt (y:ys):ar,{ag = [ag] = [ag] = oy — ag, a8 = a5 — ar}
wobei T'o =ToU{zs :: a1,y :: g, ys :: as}

D.h. 73 = a7 und E3 = {ag — [ag] — [ag] = ag — ag, a8 = a5 — ar}
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Beispiele: length (3)

(d) (AXK) ToU{zs: a1} F0:: Int, 0

D.h. 74 = Int und By =0

(AXK) (AXK) (AXSK) (AXV)
(e) . Iy F (+) = Int — Int — Int,0 , Iy 1:Int,0 . THk (ys) = as,0

Ty F ((+) 1) = air, {Int — Int — Int = Int — a1} , Ty F (length ys) = ais, {a13 = a5 = a1z}

Ty length :: a3, 0

(RAPP)

Ty F (1 + length ys) = aig, {Int — Int — Int = Int — a11, Q13 = Q5 —> Q12,011 = Q12 —> 10}
wobei I'g =TgU{zs :: a1,y :: aq,ys :: as}

D.h. T5 = (V10 und

Es = {Int — Int — Int = Int — o111, 13 = a5 — 12, 011 = a2 — 0510}
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Beispiele: length (4)

Zusammengefasst: ['g Fr length :: o(a; — a3)
wobei o Losung von

{ag = [ag] — [a9] = Q4 = ag, a8 = a5 = a7,
Int = Int — Int = Int — 0411,0413 = a5 — (12,011 = 12 — 10,
o = |ag), 01 = az,a3 = Int, a3 = ajg}

Die Unifikation ergibt als Unifikator

{a1 = [ag], ag — Int, ay — ag, a5 — [ag], a6 — ag, a7 = [ag], ag — [ag] — [ag],
a1p — Int,aq1 — Int — Int, a9 — Int, a3 — [ag] — Int}

daher (a1 — a3) = [ag] — Int
't =T U{length :: Va.[a] — Int}

Da 'y # I'y muss man mit I'y erneut iterieren.
2.lteration: Ergibt den gleichen Typ, daher war I'; konsistent.




lteratives Verfahren ist allgemeiner als Haskell

Beispiel
gx=1: (g (g 'c"))

I' = {1 :: Int,Cons :: Va.a — [a] — [a], ’c’ :: Char}
I'p=TU{g:Va.a} (undT{ =ToU{x: a1}):

(AXSK)

(AXK)

I'yFguas,0, TyF’c’:Char,(,
(AxK) =7 (AXK) = (AXSK) = (RAPP) n -
- ThF Cons::as — [as] = [as5],0, THF1:Int,0 . Torg: a0, ok (g ’c?) = az, {ag = Char — ar}
vr) - ve) - -
Iy F (Cons 1) :: ag, a5 — [as] = [as] = Int — a3, ok (g (g ’c?)) = au, {ag = Char — a7, a5 = a7 — as}
(RAPP)

)k Cons 1 (g (g ’c?)) = ag, {as = Char — a7, ap = a7 — a4, a5 — [az) — [as] = Int — a3, a3 = ay — a2}
Tobrg:o(ar = az) = a; — [Int]

wobei ¢ = {ap — [Int], a3 — [Int] — [Int], a4 — [Int], a5 — Int, a6 — a7 — [Int], ag — Char — a7} die Lésung von

{ag = Char — a7, a6 = a7 = au, a5 — 5] = [as] = Int — a3, a3 = aq — g} ist.

D.h. Ty =T U{g:: Yo.av — [Int]}.

(SKREK)

Né&chste Iteration zeigt: I'; ist konsistent.
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lteratives Verfahren ist allgemeiner als Haskell (2)

Beachte: Fiir die Funktion g kann Haskell keinen Typ herleiten:

Prelude> let g x = 1:(g(g 'c"))

<interactive>:1:13:
Couldn't match expected type ~[t]' against inferred type ~Char'
Expected type: Char -> [t]
Inferred type: Char -> Char
In the second argument of ~(:)', namely ~(g (g 'c'))'
In the expression: 1 : (g (g 'c'))
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lteratives Verfahren ist allgemeiner als Haskell (2)

Beachte: Fiir die Funktion g kann Haskell keinen Typ herleiten:
Prelude> let g x = 1:(g(g 'c'))

<interactive>:1:13:
Couldn't match expected type ~[t]' against inferred type ~Char'
Expected type: Char -> [t]
Inferred type: Char -> Char
In the second argument of ~(:)', namely ~(g (g 'c'))’
In the expression: 1 : (g (g 'c'))

Aber: Haskell kann den Typ verifizieren, wenn man ihn angibt:
let g::a -> [Int]l; g x = 1:(g(g 'c'))

Prelude> :t g
g :: a —> [Int]

Grund: Wenn Typ vorhanden, fiihrt Haskell keine Typinferenz durch, sondern verifiziert nur
die Annahme. g wird im Rumpf wie bereits typisiert behandelt.
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Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (1)

gx=x: (g (g 'c"))

o I' = {Cons :: Va.a — [a] — [a], >c’ :: Char}.
o I'y=TU{g:Va.a}

(AXSK)

(Ax
F()Fg::ag,ﬂ ,A K/FBF ’c? :: Char,( ,

(AXK)

(AXV (AXSK| APP) B
o Ty F Cons = a5 — [as] — [as)],0 , /Fgl—z::ah@ /Fg)—g::aa,ﬂ s I'yF (g ’c?) : a7, {ag = Char — a7}
(RAPP) N (RAPP) N N
- Ty F (Cons ) = ag, a5 — [as] — [as] = a1 = ag Tk (g (g 7c?))  au, {as = Char — a7, a6 = a7 — as}
PP) . . . .
o Tyt Cons z (g (g ’c?)) it g, {ag = Char — a7, a5 = a7 — aq, a5 — [as] = [as] = a1 — a3, a3 = ag — az}
SKREK)

Tobrg:olar — a) = as — [as)
wobei o = {a1 — a5, s > [as), a3 - [as) = [as], au — [as], a6 — a7 — [as], as — Char — a7} die Lésung von
{ag = Char — a7,a6 = a7 — aq, a5 — [as] = [as] = a1 — a3, a3 = aq — s} ist.

D.h. Ty =T U{g:: Va.a — [a]}.
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Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (2)

Da I'g # I'y muss eine weitere lteration durchgefiihrt werden.
Sei I =T U{z a1}

(AXSK] (AXK
TiFg:ag—[ag),0, Ik ’c’:Char,0,
(AXSKY,

(RAPP B
TiFgoag—[agl,0, TiF(g’c’):ar {as— [ag] = Char — ar}

(AXKY,

I, F Cons :: a5 — [as]) — [as), 0 (,A‘m

F’l Faa,0

Py " (RAPPY N B
T+ (Cons ) :: a3, a5 — [a5) — [as] = a1 = a3 T+ (g (g ’c?)) = au, {as — [as] = Char — a7, a6 — [ag) = a7 — aa}

I\ - Cons = (g (g ’c”)) :t aa, {as — [as] = Char — a7, ag — [ag] = a7 = auas — [as] = [as] = a1 = ag, a3 = ay = s}
Ty Fr g o(ar — az) = [Char]| — [[Char]|
wobei o = {o + [Char], o — [[Char]], a3 — [[Char]] — [[Char]], ay + [[Char]], a5 + [Char], ag > [Char], a7 — [Char], ag —> Char}
die Lésung von {ag — [as] = Char — a7, a5 — [ag] = a7 — au, a5 — [as] — [as] = a1 — ag, a3 = aq — as} ist.

Daher ist 'y = ' U {g :: [Char] — [[Char]]}.
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Bsp.: Mehrere Iterationen sind nétig (3)

Da I'y # I’y muss eine weitere Iteration durchgefiihrt werden:
Sei Iy =Ty U{z :: a1 }:

(AXK

\\\SK’I"Z i g :: [Char] — [[Char]],§ , T%+ ’c’ :: Char,0 ,
I'y b g = [Char] — [[Char]], 0 [,R T%+ (g ’c’) i a7, {[Char] — [[Char]] = Char — a7}

“’:kl‘; - Cons :: a5 — [as] — [as], 0 \WAX\ TyFaiarl ®
T F (Cons ) = a3, 05 — [a5) = las] =a1 — a3 ,  ThF (g (g ’c’)) = ay, {[Char] — [[Char]] = Char — a7, [Char] — [[Char]] = a7 — ay}

(AXSK

(RAve) - - -
I'y - Cons z (g (g ’c’)) it as, {[Char] — [[Char]] = Char — ar, [Char] — [[Char]] = a7 — ayas — [a5] — [as] = o1 — a3, a3 = ay — as}

(SKRex)
Tobrg:olar — az)

wobei o die Lésung von
{[Char] — [[Char]] = Char — a7, [Char] — [[Char]] = a7 — a4, a5 — [as] = [as] = a1 — a3, a3 = ay — aa} ist.

Unifikation:
[Char] — [[Char]] = Char — a7,

[Char]“i. Char,
[[Char]] = ar,

Fail

g ist nicht typisierbar.
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Daher gilt ...

Satz

Das iterative Typisierungsverfahren bendétigt unter Umstanden mehrere lterationen, bis ein
Ergebnis (untypisiert / konsistente Annahme) gefunden wurde.

Beachte: Es gibt auch Beispiele, die zeigen, dass mehrere lterationen nétig sind, um eine
konsistente Annahme zu finden (Ubungsaufgabe).
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens

f = [g]
g = [f]

Es gilt £ ~ g, d.h. das iterative Verfahren typisiert £ und g gemeinsam.
I' = {Cons :: Va.a — [a] — [a],Nil : Va.a}.
I'p=TU{f = Va.a,g :: Ya.a}

(P(;:XK)) or cons s au > o > a0 7 Torguas
(RAPP) T'o I (Cons g) =: a3, {au = [a4] — [ou] = a5 — as} 7( *K) To F Nil : [ag],0
(SKREK) Dok [g] = an, {a — [au] = [aa] = a5 — a3, a3 = [ao] — a1}

Tobrfiolan) = [as)]
o= {1 [a5], a0 = as, a3 — [ag] = [os], 04— a5} st
Losung von {ay — [a4] = [ou] = a5 = a3, a3 = [ag] — a1}
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (2)

(AXK) (AXSK)

Ty F Cons :: g — [aa] — [, 0 m
(RArp) : (AXK) ———
(RAPP) Lo b (Cons £) :: a3, {aa — 4] = [aa] = a5 = a3} Ty F Nil :: [ao], @
(SKREK) Do [£] o, {o = o] = [au] = a5 — a3, 03 = [og] = a1}

Lo brg:o(an) = [as]
o= {a1 = [as], a0 — a5, a3 — [as] = [as], as — as} st
Losung von {ay — [ou] = [au] = a5 — as, a3 = [ag] = a1}

Daher ist I'y =T U {f :: Va.[a], g :: Va.[a]}. Da Ty # 'y muss man weiter iterieren.
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Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (3)

(AXK) (AXSK) ————
(RAPP) Iy F Cons g — [aua] =[], 0 I Fg:[as) P
Ty (Cons g) :: ag, {aa — [au] = [ou] = [as] > a3} Ty - Nil :: (o), 0
(RAPP) : 4
Iy F[g] :ar, {ag — (] — [a] = [as] = a3,a3 = [ao] = a1}
(SKREK)
Iybpfo(on) = [[as]]
o = {oq — [[as]], a2 = [as], as — [[as]] = [[es]], g — [as]} ist
Losung von {ay — [ay] — [ay] = [as] — as, a3 = [ag] = a1}
G(S\XK; Ty 1 Cons s aq = [aal » [aal 0,0 TF £ [ag]
Iy - (Cons £) 5 0, {an — aa] — [ad] = as] > ag} ) Ty Wi s o, 0
(RAPP) : A
IS [f] o, {Ot4 — [044] — [a4] = [as] — ag, a3 = [a2] N al}
(SKREK)

Iy brgo(ar) = [[as]]
o = {ar = [[as]], a2 = [as), a3 — [[as]] = [[as]], aa — [as]} ist
Lésung von {ay — [a] = [ou] = 5] — a3, a3 = (] = g}

Daher ist I'y = T'U {f :: Va.[[a]], g :: Va.[[a]]}. Da I's # I’y muss man weiter iterieren.
-~



Nichtterminierung des iterativen Verfahrens (4)

Vermutung: Terminiert nicht
Beweis: (Induktion) betrachte den 4. Schritt:
Iry=ru {f b Va.[a]i, g Va[a]’} wobei [a]® i-fach geschachtelte Liste

AXS _—
<§ZXK>) T+ Cons = s = [oa] = foan0 . T F g s fouf

(RAPP)

(AXK)

;- (Cons g) :: a3, {aq — [aa] = [a] = [as]' — a3} T, - Nil = [ag), 0

T; b [g] = o, {ay — [au] = [ou] = [o5]" = a3,03 = [ag] & a1}

(SKREK)
v T; h" £ (r(a']) = [[(15]L]v )
o ={a1— [[as]'], a2 = [os]', a5 = [[as]'] = [[as]'], aa = [as]'} ist
Lésung von {ay — [ay] — [a4] = [as]' — a3, a3 = [ag] — a1}
(1(;:;}:)) T; b Cons :: aig — [aa] — [aua], 0 ,(AXSK) Tik £ [as)
(RAPP) T; - (Cons £) = a3, {as — [aa] — [aa] = [045]i — a3}, (AXK) T; - Nil = [ao), 0
(SKREx) ik [£] ag, {ag = [aa] = [aa] = [a5]i — ag,a3 = [ag] = a1}

, Tibrg:o(on) = [[as]'] ‘
o ={a1 — [[as]'], a2 — [as]', az — [[as].’] — [[as]'], cq — [as]'} ist
Lésung von {ay — [ay] = [ay] = [a5]" — a3, a3 = [ag] — a1}

D.h. ;i1 = T U {f :: Va.[a]'T!, g :: Va.[a]"'}.
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Daher ...

Satz
Das iterative Typisierungsverfahren terminiert nicht immer. J
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Daher ...

Satz

Das iterative Typisierungsverfahren terminiert nicht immer. J
Es gilt sogar:

Theorem

Die iterative Typisierung ist unentscheidbar. J

Dies folgt aus der Unentscheidbarkeit der so genannten Semi-Unifikation von First-Order
Termen.
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Aufrufhierarchie

o Das iterative Verfahren bendtigt die Information aus der Aufrufhierarchie nicht:

o Es liefert die gleichen Typen, unabhangig davon, in welcher Reihenfolge man die
Superkombinatoren typisiert.
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Type Safety

Man spricht von Type Safety wenn gilt:

e Die Typisierung bleibt unter Reduktion erhalten (,, Type Preservation")
Genauer: Fiir einen Grundtyp 7: t :: 7 vor der Reduktion t — t/, dann auch ¢’ :: 7

danach.
D.h. polymorphe Typen kdnnen auch allgemeiner werden.

@ Getypte geschlossene Ausdriicke sind reduzibel, solange sie keine WHNF sind (“Progress

Lemma").
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Type Safety (2)

Lemma

Sei s ein direkt dynamisch ungetypter KFPTS+seq-Ausdruck. Dann kann das iterative
Typsystem keinen Typ fiir s herleiten.

Beweis: s direkt dynamisch ungetypt ist, g.d.w.:

@ s = Rlcaser (¢ 81 ... 8,) of Alts] und c ist nicht vom Typ T'. Typisierung von case fiigt
Gleichungen hinzu, so dass der Typ von (¢ s1 ... s,) und Typ von Pattern gleich ist. Daher
wird die Unifikation scheitern.

@ s = R[caser Ax.t of Alts|: Analog, Gleichungen verlangen dass (A\z.t) einen Funktionstyp
erhilt, Pattern aber nie einen solchen haben.

@ R[(cs1 ... Sar(e)) t]: Typisierung typisiert die Anwendung ((c 81 ... S4r(c)) t) wie eine
verschachtelte Anwendung (((¢ 51) ...) Sar(c)) t). Es werden Gleichungen hinzugefiigt, die
sicherstellen, dass ¢ hochstens ar(c) Argumente verarbeiten kann.
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Type Safety (3)

Lemma (Type Preservation)

Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck und s < s'. Dann ist s’
wohl-getypt.

Beweis: Hierfiir muss man die einzelnen Fille einer (3)-, (SK — (3)- und (case)-Reduktion
durchgehen. Fiir die Typherleitung von s kann man aus der Typherleitung einen Typ fiir
jeden Unterterm von s ablesen. Bei der Reduktion werden diese Typen einfach mitkopiert.
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Type Safety (4)

Aus den letzten beiden Lemmas folgt:

Satz

Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+-seq-Ausdruck. Dann ist s nicht dynamisch
ungetypt.

Lemma (Progress Lemma)

Sei s ein wohl-getypter, geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck. Dann gilt:
o s ist eine WHNF, oder
e s ist call-by-name reduzibel, d.h. s =% o'

Beweis Betrachtet man die Fille, wann ein geschlossener KFPTS+seq-Ausdruck irreduzibel
ist, so erhilt man:

s ist eine WHNF oder s ist direkt-dynamisch ungetypt. Daher folgt das Lemma.
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Type Safety (5)

Theorem
Die iterative Typisierung fiir KFPTS+seq erfiillt die , Type-safety “~-Eigenschaft. J
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Erzwingen der Terminierung

o SKi,...,SK,, ist Gruppe verschrankt rekursiver Superkombinatoren
o Ik SKy i7m,..., I b SK,, 2 Ty, seien die durch die 4. lteration hergeleiteten
Typen

Milner-Schritt: Typisiere SK1, ..., SK,, auf einmal, mit der Annahme:
Iy =TU{SK; ::1,...,SKp, :: iy }; ohne Quantoren
und der Regel: (nédchste Folie)
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Erzwingen der Terminierung (2)

firi=1,...,m:
.. .. R
Ty U {CL‘@"l NGy Ty aiyni} Fs; 75, B

(SKREKM) — -
Pybrfiri=1,...,m SK; mo(aj1 — ... = Qim, — T;)

m
wenn o Lésung von By U...UE, U U{mi=ai1 — ... > ain, = 7/}

=1
und SKl 1,1 -+ Tlng = S
SKp Tm1 - Tmp, = Sm

die Definitionen von SK1,...,SK,, sind

Als zusatzliche Regel muss im Typisierungsverfahren hinzugefiigt werden:

(AXSK2)

TU{SK :7}+-SK T
wenn 7 nicht allquantifiziert ist
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Erzwingen der Terminierung (3)

Unterschied zum iterativen Schritt:
@ Die Typen der zu typisierenden SKs werden nicht allquantifiziert.
@ Daher sind wahrend der Typisierung keine Kopien dieser Typen mdglich

o Am Ende werden die angenommenen Typen mit den hergeleiteten Typen unifiziert.
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Erzwingen der Terminierung (3)

Unterschied zum iterativen Schritt:
@ Die Typen der zu typisierenden SKs werden nicht allquantifiziert.
@ Daher sind wahrend der Typisierung keine Kopien dieser Typen mdglich
o Am Ende werden die angenommenen Typen mit den hergeleiteten Typen unifiziert.

Daraus folgt:
Die neue Annahme, die man durch die (SKREKM )-Regel herleiten kann, ist stets konsistent.

Nach einem Milner-Schritt terminiert das Verfahren sofort. J
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Das Milner-Typisierungsverfahren

Milner-Typisierung ist analog zum iterativen Typisierungsverfahren.

Unterschiede:
@ Es wird nur ein Iterationsschritt durchgefiihrt.

@ Die aktuell zu typisierenden Superkombinatoren SK; sind mit allgemeinstem Typ «;
(ohne Allquantor) in den Annahmen.
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Das Milner-Typisierungsverfahren

Milner-Typisierung ist analog zum iterativen Typisierungsverfahren.

Unterschiede:
@ Es wird nur ein Iterationsschritt durchgefiihrt.

@ Die aktuell zu typisierenden Superkombinatoren SK; sind mit allgemeinstem Typ «;
(ohne Allquantor) in den Annahmen.

Haskell verwendet das Milner-Typisierungs-Verfahren.
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Das Milner-Typisierungsverfahren, genauer

Milner-Typisierungsverfahren: SK, ..., SK,, alle SKs einer Aquivalenzklasse bzgl. ~
wobei alle kleineren SKs bereits getypt

@ Annahme T enthélt Typen der bereits typisierten SKs und Konstruktoren
(allquantifiziert)

@ Typisiere SK1,...,SK,, mit der Regel (MSKREK):

firi=1,...,m:
TU{SK; : B1,...,SKy :: B}
(MSKREK) _ @] {.’Ill‘,l BT PR R P aiml} I S; it Ti,Ei
Fl—Tfurz:l,...,m SK; ZZO’(CVZ‘J*)...*)CYLM%T@‘)

m
wenn ¢ Lésung von By U...UE, U U{Bi = i1 — ... > qin, = T}
i=1

und SK1 1,1 -+ Tim = S

SKm Tm1 - Tmn, = Sm
die Definitionen von SKi,...,SK,, sind

Falls Unifikation fehlschligt, sind SKj, ..., SK,, nicht Milner-typisierbar
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Das Milner-Typisierungsverfahren (2)

Vereinfachung: Regel fiir einen rekursiven SK

TU{SK = B,z1 = a1,...,xpaptFsuT, E
Fkr SK oo = ... 2 ap —T)

wenn ¢ Lésung von EU{B=a; = ... > a, = T}

und SK z1 ... z, = s die Definition von SK ist

(MSKREK])
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Eigenschaften des Milner-Typcheck

Fiir das Milner-Typisierungsverfahren gelten die folgenden Eigenschaften:
@ Das Verfahren terminiert.
o Das Verfahren liefert eindeutige Typen (bis auf Umbenennung von Variablen)
@ Die Milner-Typisierung ist entscheidbar.
@ Das Problem, ob ein Ausdruck Milner-typisierbar ist, ist DEXPTIME-vollstandig
°

Das Verfahren liefert u.U. eingeschrianktere Typen als das iterative Verfahren.
Insbesondere kann ein Ausdruck iterativ typisierbar, aber nicht Milner-typisierbar sein.

o Das Milner-Typisierungsverfahren benétigt das Wissen um die Aufrufhierarchie der

Superkombinatoren: Es berechnet evtl. weniger allgemeine Typen bzw. Typisierung
schlagt fehl, wenn man nicht von unten nach oben typisiert.
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Beispiele

Man bend&tigt manchmal exponentiell viele Typvariablen
(in der GroBe des Ausdrucks):

(let x0 = \z->z in
(let x1 = (x0,x0) in
(let x2 = (x1,x1) in
(let x3 = (x2,x2) in
(let x4 = (x3,x3) in
(let x5 = (x4,x4) in
(let x6 = (x5,x5) in x6)))))))

Die Anzahl der Typvariablen ist 26.
Verallgemeinert man das Beispiel, dann sind es 2.
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Beispiele: map

map f xs = case xs of {
0 ->10
(y:ys) => (£ y):(map £ ys)
}

I'p = {Cons :: Ya.a — [a] — [a],Nil :: Va.[a]}

SeiT =ToU{map:: B, f a1, xzs maz}und I =T U{y: as,ys :: au}.

(a) Tras:m,Ey

(b) THENil 7o, By

(¢) I'F (Cons y ys) :: 73, E3

(d) THENil 7y, By

(e) T'F (Cons (f y) (map fys)):: 75, B5

(RCASE)
't case zs of {Nil — Nil;Cons y ys — Cons y (map f ys)} = a, F

(MSKREK])

Thrmap :o(g = g = )
wenn o Lésung von EU {3 = a1 — a2 — a}
wobei B = Ey U B2 U E3UEsUE; U{m = 72,71 =73, = T4, = T5 }.
(a) bis (e) folgt



Beispiele: map (2)

AXV) ——————
<X)Fl—xs::a2,@

D.h. 71 = a5 und E; = 0.

(a)

AXK) ——————
W T NAL + [as), 0

D.h. 72 = [as] und B> =0

(b)

AXK AxV
(419 F/FCODSC:(){()*)[a@]*)[OLG] ,( ) IbFy:as,0
(RAPP) — - (AXV)
I" F (Comns y) :: ar, {as — [ag] = [a6] = az = ar} IFys:ag,d
(RAPP) B B
(C) T’ F (Cons y ys) :: as, {as — [as] — [as] = @z = a7, a7 = as — as}

D.h. T3 = Q8 und E3 = {Oéa — [Ote] — [aa] = a3 — a7,y = Qg — Otg}

(AXK

' TF N [ao], 0
D.h. T4 = [019] und E4 = @

(d)
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Beispiele: map (3)

(¢)

(AxV) (AxV) (AXSK2) (AXV)

T'Ffoan,l, IFy:asb T+ map:: 3,0 , I'bFfuon,0,
(AXK) = (RApP) — - (RAPP) — - (AXV)
" )I‘ k- Cons :: @10 — [a10] = [@v10],0 ' (fy) = oas, {on = az = aas} ) T+ (map f) = w2, {B =01 = a2} , T ys a0
153 - " App B
) T’ F (Cons (f y)) :: a1, {a10 — 0] = [@10] = @15 — 11,00 = a3 — a1s} T’ F (map f ys) =t cus, {8 = a1 — cu2, 12 = a4 — iz}
Arr

T’ F (Cons (f y) (map f ys)) :: a4,
{C¥11 = 13 = Q14,10 —> [0110] g [am] =15 = a1, 01 = a3 = 15, = a1 — 2,002 = aq — 1113}

D.h. 75 = 14 und
Es = {au = (13 — 14, 10 — [alo] — [alo} = Q15 — Q11,001 = O3 — 15,
B =a1 = aiz,a12 = aq — a13}
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Beispiele: map (4)

Gleichungssystem E U {8 = a1 — a2 — «} durch Unifikation I3sen:

{a6 = [a6] = [a6] = a3 — o7, 7 = . — g, @11 = 3 — aaa,
a10 — [a10] = [oao] = ais = 1,00 = a3 — oas, B = a1 = ai,
Q12 = a4 — Q13,2 = [Ols],OtQ = as, 0 = ag,a = a4,

B=a1— as—a}

Die Unifikation ergibt

o = {a — [alo],al — Qg — 10, 2 —> [ae],ag, — g, 04 —> [ae],as — O,
a7 — [Ote] — [Ote],Oég — [046],059 — [0&10],0511 — [alo] — [alo],
12 > [ae} — [alo],als = [alo],am = [Otlo],Oé15 = Qa10,
ﬁ — (as — alo) — [ae] — [alo},

D.h. map :: o(a1 = a2 = ) = (as — a10) — [as] = [@10].
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Beispiele: erneute Betrachtung

gx=x: (g (g 'c"))

Iteratives Verfahren liefert Fail nach mehreren lteration.
Milner: I' = {Cons :: Ya.a — [a] — [a],’c’ :: Char}.
Sei I =TU{z = a,g: S}

(AXSK2

(AXK

) I'tg:B,0 ,(AXK] T'F ’c’ :: Char,( ,
(AxSK2) ————————  (RAPp) -
F'tg:p,0, TF(g’c’):ar, {8 =_Char — ar}
(RAPP)

, T't(g(g’c’)) = aq,{B =Char — a7, = a7 = a4}
T'Cons z (g (g ’c’)) : ag, {8 = Char — a7, B = ar — asas — [as] = [as) = a — ag, a3 = ag — as}
(MSKREK)

) (A:
'k Cons :: a5 — [as] — [as],0
(RAPP)

0 T'tz:a,l

T+ (Cons ) :: a3, a5 — [a5] = [a5] = a — a3

(RAPP)

Thrg:ola— a)
wobei o die Lésung von
{B=Char = a7, =ar = as, a5 — [a5] = [as] = a = az,a3 = ay — a2, = a — as} ist.

Die Unifikation schldgt jedoch fehl, da Char mit einer Liste unifiziert werden soll. D.h. g ist
nicht Milner-typisierbar.
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Beispiele: erneute Betrachtung (2)

gx=1: (g (g 'c"))

Iteratives Verfahren liefert ¢ :: Va.oo — [Int]
Milner: Sei I" =T U {z : a, g :: S}

T E g 5.0, TF ¢ Char,0 ,

™ T Cons = g — [as] = [os], 0 7<AxK> T 1:Int,0 (AXSK2) Tkg: 5,0 7<RAm L' (g’c’) a7, {8 = Char — ar}
e Tk (Cons 1) :: ag, a5 — [as] — [as] = Int — a3 ,(RAPP) [ (g (g c’)) s au {f = Char — a7,/ = a7 — au}
T+ cons 1(g (g c?)) s aa, {5 = Char — a7, 5 = a7 — ay,aq — [as] > [a] = Int — ag.a1 = a1 as)

Fkrg:ola— a)
wobei ¢ die Losung von
{8 = Char — a7,8 = a7 = a4, a5 — [as] = [as] = Int = ag,a3 = ag — a2, = a — ag} ist.

Die Unifikation schlagt fehl, da [a5] = Char unifiziert werden soll.
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Iteratives Verfahren kann allgemeinere Typen liefern

data Baum a = Leer | Knoten a (Baum a) (Baum a)

Die Typen fiir die Konstruktoren sind
Leer :: Va. Baum a und
Knoten :: Va. a — Baum a — Baum a — Baum a

g x y = Knoten True (g x y) (g y x)

Milner-Typcheck g ::a — a — Baum Bool

Iteratives Verfahren: g :: a — b — Baum Bool

Grund:

Iteratives Verfahren erlaubt Kopien des Typs fiir g, Milner nicht.
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Milner Typisierung und Type Safety

@ Milner-getypte Programme sind immer auch iterativ typisierbar
@ Daher sind Milner getypte Programme niemals dynamisch ungetypt

@ Es gilt auch das Progress-Lemma: Milner getypte (geschlossene) Programme sind
WHNFs oder reduzibel
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Milner Typisierung und Type Safety (2)

o Type-Preservation: Gilt in KFPTSP+seq, aber vermutlich nicht in Haskell:

let x
z
in x

(let y = \u -> z in (y [1, y True, seq x True))
const z x

ist Milner-typisierbar.

Wenn man eine so genannte (llet)-Reduktion durchfiihrt, erhalt man:

let x = (y [1, y True, seq x True)
y=\u->z
zZ = const z X

in x

Ist nicht mehr Milner-typisierbar
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Milner Typisierung und Type Safety (2)

Milner-typisierbar:

let x (let y = \u -> z in (y [], y True, seq x True))
z = const z x
in x

nicht Milner typisierbar (aber iterativ typisierbar):
let x = (y [, y True, seq x True)

y=\u->z

zZ = const z X
in x

o Der Effekt kommt von der Allquantifizierung nach erfolgreicher Typisierung:

Vorher: einmal kann allquantifiziert werden
Nachher: alles wird auf einmal typisiert.
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Milner Typisierung und Type Safety

Das Beispiel ist aber unkritisch, denn:
@ Type-Preservation gilt fiir das iterative Verfahren;
@ typisierte Programm sind dynamisch getypt;
@ Milner-typisierbar impliziert iterativ typisierbar und

o Reduktion erhilt iterative Typisierbarkeit
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Ubersicht

KFPTS+seq

Milner getypt

iterativ getypt
dynamisch getypt
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Pradikativ / Impradikativ

e Pradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen fiir Grundtypen (= Haskell,
KFPTSP+seq)

e Impradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen auch fiir polymorphe Typen (mit
Quantoren!)
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Pradikativ / Impradikativ

e Pradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen fiir Grundtypen (= Haskell,
KFPTSP+seq)

e Impradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen auch fiir polymorphe Typen (mit
Quantoren!)

Versuch \x -> const (x True) (x 'A') zu typisieren:

x ist eine Funktion, die fiir alle Eingabetypen den gleichen Ergebnistyp liefert
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Pradikativ / Impradikativ

e Pradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen fiir Grundtypen (= Haskell,
KFPTSP+seq)

e Impradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen auch fiir polymorphe Typen (mit
Quantoren!)

Versuch \x -> const (x True) (x 'A') zu typisieren:
x ist eine Funktion, die fiir alle Eingabetypen den gleichen Ergebnistyp liefert
Mit impradikativen Polymorphismus geht das:

(\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) —> b)
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Pradikativ / Impradikativ

e Pradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen fiir Grundtypen (= Haskell,
KFPTSP+seq)

e Impradikativer Polymorphismus: Typvariablen stehen auch fiir polymorphe Typen (mit
Quantoren!)

Versuch \x -> const (x True) (x 'A') zu typisieren:

x ist eine Funktion, die fiir alle Eingabetypen den gleichen Ergebnistyp liefert
Mit impradikativen Polymorphismus geht das:

(\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b)
Aber:

@ Kein Haskell, sondern Erweiterung

e Typinferenz / Typisierbarkeit nicht mehr entscheidbar!
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Beispiel mit Erweiterung: RankN Types

*> :set -XRankNTypes

*> :t ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b))

((\x => const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b)) :: (forall a. a -> b) -> b
*> :t ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b)) (const "Hallo")

((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b)) (const "Hallo") :: [Char]

*> ((\x -> const (x True) (x 'A'))::(forall b.(forall a. a -> b) -> b)) (const "Hallo")
"Hallo"
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RankNTypes

Normale Typen sind Rank-1-Typen:
@ Ina -> b -> asind alle Typvariablen allquantifiziert. D.h. der Typ ist dquivalent zu
forall a b. a ->b -> a
@ forall in rechten Seiten des Funktionspfeils darf man nach oben schieben.
o D.h. z.B. forall a. a -> (forall b. b -> a) ist dquivalent zu
forall a b. a -> b -> a und damit auch Rank-1
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RankNTypes

Normale Typen sind Rank-1-Typen:
@ Ina -> b -> asind alle Typvariablen allquantifiziert. D.h. der Typ ist dquivalent zu
forall a b. a -=>b -> a
o forall in rechten Seiten des Funktionspfeils darf man nach oben schieben.
o D.h. z.B. forall a. a -> (forall b. b -> a) ist dquivalent zu
forall a b. a -> b -> a und damit auch Rank-1
Rank-N-Typen
@ haben forall auch links vom Funktionspfeil
dies darf man nicht hochschieben
@ N ist die Anzahl der Schachtelungen
o Z.B. forall b.(forall a. a -> b) ->b ist Rank-2
o (forall a. a -> a) -> (forall b. b -> b) ist auch Rank-2
@ ((forall a. a -> a) —> Int) -> Bool -> Bool ist Rank-3,
(nicht 4, da gleich zu ((forall a. a -> a) -> Int) -> (Bool -> Bool))
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