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© Vollstindige Mengen von Junktoren

@ Anwendungen der Aussagenlogik

© Quantoren und pradikatenlogische Formeln

Einfiihrendes zur Logik hsrm#*

@ Wichtige Grundlage der Informatik:

Kontrollfluss in Programmen wird durch Logik gesteuert

Digitale Schaltungen basieren auf Schaltungslogik

Logische Programmiersprachen basieren auf Logiken

Inferenzsysteme verwenden logische Schliisse

Spezifikationen in der Programmverifikation werden in Logiken formuliert

@ Eine Logik ist formal aufgebaut aus

e Syntax: Wie sehen formal aus?
o Semantik: Welche Bedeutung haben (syntaktisch richtige) Formeln?



https://ki.hs-rm.de

Aussagen hsrm#* Beispiele fiir Aussagen hsrm#*

o Wiesbaden ist die Landeshauptstadt von Hessen. (w)
Eine Aussage ist ein sprachlicher Satz, der entweder falsch oder wahr ist o Es gibt beliebig groBe Primzahlen. (w)
(aber nie beides gleichzeitig). ) ° 10420 = 42 (f)
@ Alle Informatikstudierenden lieben die Mathematik (unklar, vermutlich f)

Jede gerade Zahl groBer als 2 ist die Summe zweier Primzahlen (unbekannt).

Eine wahre Aussage hat den Wahrheitswert ,w" (oder , 1" oder ,true”) Dies ist die Goldbach-Vermutung, die bis heute unbewiesen ist.

Eine falsche Aussage hat den Wahrheitswert ,, f* (oder ,,0" oder , false").

Jedes Java-Programm hilt irgendwann an. (f)
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Keine Aussagen hsrm* *Hochschule RheinMain

Welche der folgenden Satze sind Aussagen?

|
o Guten Morgen! arsnova.hs-rm.de

3403 0558

® 543 A) Die Erde ist eine Scheibe.

iern!
@ Wann ist die Vorlesung endlich vorbei? B) Lasst uns feiern!

@ Keine Aussage ist folgendes Paradoxon: C) 2ist eine Primzahl.

,Ich liige gerade.” D) Wann machen wir Pause?

Sowohl die Annahme, es sei wahr, als auch die Annahme, es sei falsch, fiihren zu
einem Widerspruch!

E) Dieser Satz ist falsch.

F) Die Kreiszahl 7 enthilt jede beliebige Ziffernfolge.

Wabhrheitsgehalt der Aussagen?
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Syntax der Aussagenlogik hsrm#* Junktoren hsrm#*

Aussagen werden durch Variablen A, B, ... reprasentiert (= aussagenlogische Variablen)
Die aussagenlogischen Operatoren =, V, A, ... nennt man auch Junktoren

Aussagenlogische Variablen und Wahrheitswerte sind aussagenlogische Formeln Wir zihlen auch w und f zu den Junktoren (0-stellige Junktoren).

Wenn F' und G aussagenlogische Formeln sind, dann auch

(=F) (Neggtion)_ _ nnicht £ Bedeutung der Junktoren: Sie sind Funktionen auf Wahrheitswerten.
(F'AG)  (Konjunktion) logisches Und »F und G* D.h. fiir Eingaben berechnen sie Ausgaben.
(FVG@G) (Disjunktion) logisches Oder +F oder G*
(F®G) (Kontravalenz), exklusives Oder ,, F' entweder oder G" . . .
(F—G) (Implikation) “wenn F. dann G Wir legen sie fest durch Wahrheitstabellen.
(F <+ G) (Aquivalenz) Biimplikation +F genau dann, wenn G*
) Eselsbriicke: Vv , Oder ist oben offen*
Beispiel: (AV (B A =(C — w)))
o 1o/
Semantik der Negation hsrm* Semantik der Konjunktion hsrm*
A|B|(AAB)
Al —-A flf f
w| f flw f
fl w w| f f
w | w w
D.h. = A ist genau dann eine wahre Aussage, wenn A falsch ist.
Z.B. ist =(Die Erde ist eine Scheibe) eine wahre Aussage. D.h. (A A B) ist genau dann eine wahre Aussage,

wenn beide Aussagen A und B wabhr sind.
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Semantik der Disjunktion hsrm*

D.h. (A V B) ist genau dann eine wahre Aussage,
wenn mindestens eine der beiden Aussagen A oder B wabhr ist.
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Aussagenlogik

a I Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

3403 0558

Was stimmt?
A) A ist der Junktion fiir die Konjunktion
B) — ist der Junktor fiir die Disjunktion
C) V ist der Junktor fiir die Konjunktion

a I Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

3403 0558

Welche der folgenden Aussagenlogischen Formeln sind wahr?
A) wA f
B) fVvw
Q) ~f
D) —w
E) =(wV f)

hsrm¥*

Semantik der Kontravalenz

D.h. (A ® B) ist genau dann eine wahre Aussage,
wenn genau eine der beiden Aussagen A oder B wahr ist.
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Semantik der Implikation hsrm#* Semantik der Aquivalenz hsrm#*

Die Implikation hat die folgende Semantik:

A|B|(A- B) ?\?HA:B)
FIr v A
flw w wl| f f
w | w w

D.h. (A <+ B) ist genau dann wahr,

D.h. (A — B) ist genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben.

wenn A falsch ist oder A und B beide wahr sind.
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Aussagenlogik
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Welche der folgenden Aussagenlogischen Formeln sind wahr? 3403 0558 Ordne die Bezeichnungen den Junktoren von oben nach 3403 0558
A) wdw unten zu

B) f—ow ; 1. A
Q) fef ; 2. v
D) w—f 3. =
E) we f 4. @




Wiederholung hsrm#* Semantik der aussagenlogischen Formeln hsrm#*

Der Wahrheitswert der Formeln hingt ab vom Wahrheitswert der Variablen.

‘ H Negation H Konjunktion H Disjunktion H Kontravalenz H Implikation H Aquivalenz Eine Be.legung B weist (endlich vielen) aussagenlogischen Variablen einen
A[B]| A || AAB | AVB | AoB | A>B | AoB Wahrheitswert zu.
fr w f / f w w ) o : : .
lw 7 w w o 7 Belegung B fiir F' weist mindestens allen Variablen aus F' einen Wahrheitswert zu.
w | f f f w w f f
w | w w w f w w B(F): ,Wahrheitswert von F' unter der Belegung 5"
Q Ersetze A durch B(A) in F.
@ Werte danach die Junktoren von innen nach auBen aus.
a1/ oy
Beispiel hsrm#* Wabhrheitswert fiir alle Belegungen hsrm#*
p gung
Formel F' = ((AA—-B) = —(C — A)).
Belegung B = {A— f,B+— f,C — w}
Berechne B;(F): Verwende eine Wahrheitstabelle:
@ Spalten fiir alle Variablen
Bulr) = ((16((24 ? ~B) _{ ﬁ)gc_j 646))(0) B A o Spalten fiir alle Teilformeln
= (fA-f) = l(w =) ! ! @ Zeilen fiir jede mogliche Belegung der Variablen
— Aw) = = (w — @ Sukzessive Auswertung der Teilformeln, bis man bei der Gesamtformel ist.
((f Aw) = =(w — f))
= (f=-(w=1/))
= (f—=~f)
= (f —w)




Beispiel hsrm*

Formel (AA—-B) — =(AV C)

GESETZE DER AUSSAGENLOGIK

A|B|C|-B (A A _‘B) AvC _‘(A \ C) (A A _‘B) - _‘(A \ C) Gesetze von de Morgan GESETZE
flflflw f / w w Gesetze der Booleschen Algebra MUSSEN
flflw| w f w f w Dualitit BEACHTET
flw]| fl| f f f w w Weitere Rechengesetze
flw|lw]| f f w f w
w| f|f| w w w f f
w| flw]| w w w f f
wlw| f| f f w f w
wl|lw|w| f f w f w

a1

Prioritaten, Klammerregeln hsrm#* Satze hsrm*

Problem: Unklar was =A vV B A C' meint:
e ~((AVB)AC)
o ~(AV (BAC)) Eine ausse_mgenlogische Formel, d.ie fiir jede Belegung wahr ist, nennt man eine
Tautologie (oder allgemeingiiltige Formel)

° (<(AVB)AO)
o (FA)VB)AC)
® ((-A)V(BAC)

Tautologien sind die Satze der Logik.

Beispiel: (A A B) — A ist eine Tautologie, denn
Wir legen die Prioritdten fest als:
A|B|AANB|(AANB)— A
w

- > AN > D >V > = > &

Hohere Prioritdt > bedeutet , bindet die Operanden vorher".

£ 8 =
SERR SIS
8

g g8 g

Beispiel: ~AVBAC — D—AVBAC — D(-A)VBAC — D(~A)VBAC — D(=AV(B A C) — D(-

Assoziativitit: AV BV C =(AVB)VCoder...=AV(BVC)? spiter...
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Widerspruch hsrm*

Erfiillbarkeit und Widerlegbarkeit hsrm#*

Eine aussagenlogische Formel, die fiir jede Belegung falsch ist, nennt man eine
Kontradiktion (oder Widerspruch)

Beispiel:
A A=A ist eine Kontradiktion, denn
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a1

Logische Aquivalenz hsrm#*

Zwei Formeln F' und G heiBen logisch dquivalent geschrieben F' = G, wenn fiir jede
Belegung B gilt B(F) = B(G).

Nachweis F' = G: Wahrheitstabelle mit allen Belegungen und mit Spalten fiir F' und G.
Diese dann vergleichen

Beispiel: A -+ B = -A V B gilt, denn:

A|B|-A|A—B|-AVB
flflw w w
flw]| w w w
w| f|f f f
wlw| f w w
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Sei F' eine aussagenlogische Formel

o Wenn F fiir mindestens eine Belegung wahr ist, dann heiBt F erfiillbar.

o Wenn F fiir mindestens eine Belegung falsch ist, dann heiBt I’ widerlegbar

Beispiele:
@ (AN B) — A ist eine Tautologie, damit auch erfiillbar, aber nicht widerlegbar.
o A A —A eine Kontradiktion, damit auch widerlegbar, aber nicht erfiillbar.
e A A B ist erfiillbar und widerlegbar, denn

A|B|AAB
w | w w
[0 5100 10502 Logic | wSaa20 O Gt ol e Qo]

Nachweis von = mit syntaktischer Aquivalenz hsrm#*

Zwei Formeln F' und G sind genau dann logisch dquivalent,
wenn (F' <+ G) eine Tautologie ist.

Beweis (Skizze): Zwei Richtungen.
o ,Wenn F = G, dann ist (F + G) eine Tautologie. "
@ ,Wenn (F < G) eine Tautologie ist, dann gilt F = G."

In beiden Fillen kann man iiber alle Belegungen argumentieren (siehe Skript).
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Austausch von logisch dquivalenten Formeln hsrm#*

Logische dquivalente (Teil-)Formeln darf man austauschen:

Sei F eine aussagenlogische Formel, die die Formel G als Teilformel enthalt. Sei
G = H. Dann gilt F = F’, wobei F’ aus I entsteht, indem die Teilformel G durch H
ersetzt wird.

Skizze dazu:

A-sa-AA

Beweis: Argumentiere iiber die Berechnung mit der Wahrheitstabelle.

D. Sabel | DS - 02 Logik | WS 2025/26 33/77 Gesetze

Gesetze von de Morgan hsrm#*

Seien F' und G aussagenlogische Formeln. Dann gilt

Erstes de Morgansches Gesetz: =(F A G) = -F V -G
Zweites de Morgansche Gesetz: ~(F'V G) = ~F A -G

Beweis. Es geniigt, die Teilformeln F' und G wie aussagenlogische Variablen zu
behandeln (wegen letztem Satz).

Wahrheitstabelle: F | G | (FAG) [ ~(FAG) | -F | -G | -F V-G

flf f w w | w w
flw f w w | f w
w | f f w f | w w
w | w w f s f
Das zweite Gesetz lasst sich analog beweisen. O
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Substitution von Variablen mit Formeln hsrm¥*

Seien F,G1,...,Gy, Formeln und Ay, ..

., A, aussagenlogische Variablen. Dann

bezeichne F[G1/A1,...,Gn/A,] die Formel, die entsteht, indem jeweils fir 1 <i <n
alle Vorkommen von A; in I' durch die Formel G; ersetzt werden.

Bemerkung: Die Substitution ist parallel

durchzufiihren, denn

F|G/A|[H/B] # F|G/A, H/B] wenn B in G vorkommt

Seien F, G, H aussagenlogische Formeln

, A eine aussagenlogische Variable.
Wenn F' = G gilt, dann gilt auch F[H/A] = G[H/A]

D. Sabel | DS - 02 Logik | WS 2025/26

Rechengesetze fiir =, A, V

Fiir alle aussagenlogischen Formeln F,G

o Kommutativgesetze: FAG=GAF und FVG=GVF

o Assoziativgesetz: (FAG)ANH = F

o Distributivgesetze: FV (GAH) = (FVG) A (FV H) und

FAGVH)=(FANG)V(FAH)
Existenz neutraler Elemente: F' A w

o Existenz des Komplements: FA—F = fund FV-F =w

s/

hsrm¥*

, H gelten die folgenden Gesetze:

AN(GAH)und (FVG)VH=FV(GVH)

=Fund FV f=F

Alle Gesetze kdnnen mit Wahrheitstabellen bewiesen werden.
Wir machen es nur fiir das 1. Distributivgesetz
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Beweis des 1. Distributivgesetzes hsrm* Klammerregeln hsrm*

F|G|H|GANH|FV(GANH)| FVG|FVH|(FVG)AN(FVH)

Flr)r f f f f f — : .
@ ist kommutativ und assoziativ.

flflw| f f folw f g

flw]f f f w f f Beweis. Ubungsaufgabe

flw|lw w w w w w

w| f|f f w w w w

Z 1{] l}] }c Z Z Z 'qu Da V, A, @ assoziativ sind, lassen wir Klammern manchmal weg und schreiben
FVGVH, FNA\GNHbzw. F&GDH.

w|w | w w w w w w

D. Sabel | DS — 02 Logik | WS 2025/26 37/77 Gesetze D. Sabel | DS — 02 Logik | WS 2025/26 38/77

al Hochschule RheinMain al Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de arsnova.hs-rm.de
Was stimmt? 3403 0558 Ausmultiplizieren von A A (B V C) mit dem 3403 0558

A) =(AV =B) = —-A A ——B gilt aufgrund der Gesetze von Distributivgesetz ergibt:
de Morgan , A) (AVB)AN(AVC

)
B) AA B = B A Agilt aufgrund des Assoziativgesetzes _‘ 1 B) (AVB)A(BVC)
C) AA B =B A A gilt aufgrund des Kommutativgesetzes C) (AAB)V(ANC)
D) AA B = BA A gilt aufgrund des Distributivgesetzes D) (AAB)V(BAC)




Boolesche Algebra hsrm*

Eine Menge mit ausgezeichneten Elementen w, f und Operationen A, V, - auf dieser
Menge, fiir welche die

o Kommutativgesetze,

@ Assoziativgesetze,

o Distributivgesetze,

@ Existenz neutraler Elemente und
o Existenz des Komplements

gelten, nennt man Boolesche Algebra (benannt George Boole).

D.h. insbesondere ({f,w}, A, V, =) wie zuvor definiert, ist eine Boolesche Algebra.
Es gibt auch weitere Boolesche Algebren.

Weitere Rechengesetze hsrm#*

Fiir alle aussagenlogischen Formeln F' und G gilt:
o Absorptionsgesetze: FA(FVG)=Fund FV(FAG)=F
o ldempotenzgesetze: FV F =Fund FAF=F
o Involutionsgesetz (doppelte Negation): —=(—F) = F
o Extremalgesetze: FVw=wund FA f=f

Beweis. Involutionsgesetz und die Extremalgesetze kdnnen mit einer Wahrheitstabelle
verifiziert werden.

1. Absorptionsgesetz: FA(FVG)

(F'V f)AN(FVG) (Existenz neutraler Elemente)
(FV(fAG)) (Distributivgesetz)

(FV(GAY)) (Kommutativgesetz)

F l Extremaliesetz !
43/77

Aufgrund der Dualitit kdnnen wir in allen Zwischenschritten A mit V und f mit w
vertauschen, was direkt das zweite Absorptionsgesetz zeigt.
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Dualitat hsrm?*

Die Rechengesetze bestehen immer aus zwei symmetrischen Teilen:

Man erhilt den einen Teil aus dem Anderen, indem man
A mit V und f mit w vertauscht.

Diese Eigenschaft der Booleschen Algebra nennt man Dualitat

Ein Satz ist dual zu einem anderen Satz, wenn man ihn erhilt,
indem man A mit V sowie f mit w vertauscht.

Weitere Rechengesetze (2) hsrm*

Fiir alle aussagenlogischen Formeln F' und G gilt:
o ldempotenzgesetze: FV F =Fund FAF=F

Beweis des 1. [dempotenzgesetz:

FVvF
= FV (F ANw) (Existenz neutraler Elemente)
=F (Absorptionsgesetz)

Da das 1. Absorptionsgesetz dual zum 2. Absorptionsgesetz ist, folgt das 2.
Idempotenzgesetz mittels der Dualitat.
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Vereinfachen von Formeln mit den Rechengesetzen hsrm#*

VOLLSTANDIGKEIT VON JUNKTOREN

- Boolesche Funktionen
_‘(A v _‘B) v (A A B) - Vollstandige Menge von Junktoren
“AAN-=-B)V(AAB) (De Morgansches Gesetz)

(
(FAANB)V(AAB) (Involutionsgesetz)
(BA-A)V (BAA) (Kommutativgesetz, 2 Mal)

Wir vereinfachen die Formel =(AV =B) V (A A B)

BA(—mAVA) (Distributivgesetz)
BA(AV-A) (Kommutativgesetz)
BAw (Komplement)
B (Neutrale Elemente)
w5
Boolesche Funktionen hsrm#* Passende Formel zur Booleschen Funktion: Beispiel hsrm#*
Formel F' mit Variablen Ay,..., A, ist wie Boolesche Funktion h(Ay,...,A,)
Umgekehrte Frage: Welche Boolesche Funktionen gibt es? A|B|C| A B,C)
O-stellig: h1 = w und hy = f. ArAvi w ~AAN-BASC
1-stellig: Vier Funktionen: |dentitdt, konstant f, konstant w, Negation flf]w f
2-stellig: . .. flwl| f w ~ANBASC
flwlw f
— wl fIF]  w AN=BA-C
Fiir jede Boolesche Funktion h gibt es eine aussagenlogische Formel, die h berechnet. wl| flw w AN-BANC
w|w| f f
Beweisidee: wlw | w w ANBAC

@ Gegeben: Wahrheitstabelle fiir h.
o Fiir jede ,, w"-Zeile: Bilde Konjunktion entsprechend der Belegung. F=(GANBA-C)V (FANBA=C)V(AN-BA-C)V(AA=BAC)V(AABAC)

o Gesamtformel F': Disjunktion der Konjunktionen. Eine solche Disjunktion von Konjunktionen nennt man auch Disjunktive Normalform.
e B(F) ist genau dann wahr, wenn h(B(A;),...,B(Ay)) wahr ist.
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Vollstandige Mengen an Junktoren hsrm*

ANWENDUNGEN DER AUSSAGENLOGIK

Eine Menge M von Junktoren heiBt vollstandig, wenn fiir jede aussagenlogische Formel

eine logisch dquivalente Formel existiert, die nur die Junktoren aus M benutzt. - Digitale Schaltungen 5
- SAT-Solving ANWENDUNGEN

Beispiele:
o {w, f,V, A} nicht vollstindig, denn z.B. fiir = A keine logisch dquivalente Formel
o {V,A,—} vollstindig, denn

w=AV-A f=AN-A F—-G=-FVG
F&G=F—->GNG—=F FoG= (FVG)A-(FAG)

o {—,V} und {—, A} jeweils vollstindig, denn
F/\GEﬁ(—VF\/—'G) FVGE—!(—\F/\—\G)
wm

Anwendung der Aussagenlogik: Schaltungsentwurf hsrm#* Anwendung der Aussagenlogik: Schaltungsentwurf (2) hsrm*

F:=(FAANBANC)V(AN-BAC)V(ANBA-C)V(ANBAC)
kann man vereinfachen:

Schaltkreise sind aussagenlogische Formeln.
Beispiel: 2-aus-3-Schaltung: Die Wahrheitstabelle der gesuchten Funktion h:

(~FAANBAC)V(AA-BAC)V(AANBA—-C)V(ANBAC)

= (CAABAC)V(AAN-BAC)V((AANB)V (=CAC)) (Ausklammern von A A B)
A|B|C|h4 BC) =(-AABAC)V(AAN-BAC)V ((AANB)ANw) (Existenz des Komplements)
Flrlrs / = (-AANBAC)V(AN-BAC)V (AANB) (Idempotenzgesetz)
fl1flw f = (mAABAC)V(AA((-BAC)V B)) (Ausklammern von A)
flwlyf f = (-AABAC)V(AAN((BV—=B)A(BVC(C))) (Ausmultiplizieren)

= ("AABAC)V(AAN(wA(BVQ))) (Existenz des Komplements)
flw|w w =(-AANBAC)V(AN(BV(Q)) (Idempotenzgesetz)
w| f|f f = (~AANBAC)V(AAB)V(AAC) (Ausmultiplizieren)
w| flw w = (CA((mAANB)VA)V(AAB) (Ausklammern von C)
wlw| f w = (CA((AV-A)AN(AVB)))V(AAB) (Ausmultiplizieren)

=(CA(wA(AVB)))V(AAB) (Existenz des Komplements)
wjw|w w =(CA((AVB)))V(AAB) (Idempotenzgesetz)

=(CANA)V(CAB)V(AAB) (Ausmultiplizieren)

Disjunktive NF F:= (AABAC)V(AABAC)V(ANBA=C)V(ANBAC) Es gibt dafiir spezielle Verfahren (KV-Diagramme) und Tools z.B. wolframalpha.com.
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https://www.wolframalpha.com/

Anwendung der Aussagenlogik: Schaltungsentwurf (3) hsrm#* Anwendung der Aussagenlogik: SAT-Solving hsrm#*

= (AANB)V(AAC)V (BAC)

Schaltkreis dazu
o @ Idee: Kodiere Problem als aussagenlogische Formel

Dabei ist:
A - abei ist @ Ziel: Finde erfiillende Belegung eine Formel (nennt man auch Modell)
L] < " 14 .
B ein Und-Gatter o Erfiilllende Belegung = Ldsung des Problems / Ratsels etc. .
| (& >1 @ Softwarewerkzeug zum Finden des Modells: SAT-Solver (SAT = satisfiability)
— J h(4,B,C) cin Oder-Gatter @ Wir betrachten als Beispiel ein Ratsel von Raymond Smullyan.
c
[ & |
sa/m a1
Wer ist der Pfefferdieb? hsrm* Modell berechnen mit SAT-Solver hsrm#*
Es gibt drei Verdichtige: Den Hutmacher, den Schnapphasen und die Haselmaus. Vereinfachen
(HVMVS)AN=(HAM)N=(HANS)N=(MANS)A (=S —-H)A(-H - -M)
) _ _ . = (HVMVS)A—(HAM)A-(HAS)A=(MAS)A(SV~H)A(=H — —M)
@ Genau einer von ihnen ist der Dieb. = (HVMVS)A—(HAM)A—(HAS)A—(MAS)A(SV—H)A(HV M)
@ Unschuldige sagen immer die Wahrheit =(HVMVS)A(=HYV M)A (=HV-S)A (=M V-S)A(SV-H)A(HV-M)

© Schnapphase: Der Hutmacher ist unschuldig.

© Hutmacher: Die Haselmaus ist unschuldig Dies ist eine Konjunktive Normalform (eine Disjunktion von Konjunktionen)

Eingabe fiir SAT-Solver im DIMACS-Format  Ausgabe (z.B. msoos.github.io/cryptominisat_web)

Ratsel kodieren mit Aussagenlogik: (1=H 2=M,3=25)
Variablen H, S und M fiir Hutmacher / Schnapphase / Maus ist schuldig.
p cnf 3 6 SAT -1 -2 3
o Firl: (HVMVS)A-(HAM)AN-(HANS)AN=(MAS) 1230 . .
o Fiir 2. und 3.: =S — —-H -1-30 Erfiillende Belegung ist:
e Fir2.und 4.: -H — -M -1-20 {H— M~ f,5— w}
-2 -30
Gesamtformel: 130 D.h. ?
(HVMVS)AN=(HAM)AN-(HAS)A=(MAS)A (=S = —-H)A(=H = -M) 1-20


https://msoos.github.io/cryptominisat_web/

Quantoren: Einfiihrung hsrm*

FORMELN MIT QUANTOREN

- Aussageformen

- All- und Existenzquantoren
= AEleisnlaize fand : @ Wir machen die Betrachtung nicht ganz formal
o Lernziel: Umgang mit Quantoren beherrschen

o Genaue Semantik ist Inhalt vertiefender Veranstaltungen

s8/77
Objektvariablen und Aussageformen hsrm* Universumsbeispiele, Aussageform hsrm*

@ Bisher: Aussagen wie ,,2 ist eine Primzahl* . . . . . . ..
@ ,x ist eine Primzahl" —» sinnvolles Universum fiir z: N

o Es fehlt: Konstrukte wie ,,x ist eine Primzahl": Wahrheitsgehalt hiangt von x ab! o .z ist eine Farbe der additiven Farbmischung"

@,z ist eine Primzahl™ ist keine Aussage! —» sinnvolles Universum fiir z: alle Farben

@ Aussageform: Satze mit Variablen fiir Objekte

@ ,,Man bendtigt = FuBballspieler:innen pro Team, damit ein Spiel angepfiffen
@ Setzt man Werte fiir die Variablen ein, erhdlt man Aussagen. werden darf.*“

— sinnvolles Universum: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

Aussageform ,,x ist eine Primzahl"

@ 2 fiir x einsetzen: Man erhalt eine wahre Aussage

@ 4 fiir x einsetzen: Man erhilt eine falsche Aussage

Seien x1,...,x, Variablen und Uy, ..., U, Universen. Dann ist eine Aussageform ein
@ Griin fiir x einsetzen: Das ist nicht gewollt! Satz mit Variablen z1, ..., z,, sodass nach Ersetzen aller Variablen x; durch Objekte
@ Die Menge der Werte fiir x sollte einschrankbar sein. u; € U; ein Satz entsteht der wahr oder falsch ist.

Ein solche Menge fiir Objektvariablen nennt man Universum




Pradikatensymbole hsrm#* Allaussagen hsrm#*

@ In der Aussagenlogik: Variablen A, B, ... fiir Aussagen Allaussagen sind Aussagen iiber alle Elemente eines Universums.
@ Jetzt: Variablen P, Q, ... fiir Aussageformen Beispiele:
@ Um die Anzahl und Namen der Objektvariablen von P festzulegen: P(x1,...,x,) o Alle Primzahlen > 10 sind ungerade.
P ist dann n-stellig. _ Fiir alle z aus N gilt: Wenn 2 > 10 und = Primzahl, dann ist = ungerade.
® P,@Q,... nennt man auch Pradikatensymbole @ In jedem Dreieck betragt die Summe der Winkel 180 Grad.
Beispiel Fiir alle x aus der Menge der Dreiecke gilt: Winkelsumme von x ist 180 Grad.
o Pi(z) =, ist Primzahl” ° Je"de der Zahlen 15, 27, 69 is.t ung.erade.
o Verwende dann P;(z) in den Formeln Fiir alle x aus {15,27,69} gilt: x ist ungerade.

@ P;(2) meint dann die Aussage ,,2 ist Primzahl". o
Solche Allaussagen konnen stets in die Form

Beispiel mit 3-stelligem Pradikatensymbol:

Fiir alle x aus einem Universum U gilt ... ...
° Qr,y,2)i=x+y=2

@ Q(1,2,3) ist eine wahre Aussage, (2,2, 3) ist eine falsche Aussage gebracht werden.
s w27
Allquantor hsrm* Beispiele hsrm*

»Fir alle z aus einem Universum U gilt P(z)

wird mit neuer Syntax (dem Allquantor V) ausgedriickt als

e VzeR:z? >0 (w)

o Vx € {17,39,47} : ungerade(z) (w)

@ Vz € N : Wenn x Primzahl, dann ist 2 ungerade (f)
o Vz € {2,3,4,5} : gerade(z) (f)

Ve eU: P(x)

Va € U : P(x) ist genau dann wabhr,
wenn P(u) fiir jedes u € U eine wahre Aussage ist.

Beachte: Vx € U : P(x) ist wieder eine Aussage (wenn es keine anderen Variablen als = gibt)!




Allquantor bei endlichem Universum hsrm#* Existenzaussagen hsrm#*

Existenzaussagen fordern, dass mindestens ein Element eines Universums eine gewisse
Eigenschaft hat.

Beispiele fiir Existenzaussagen sind:

Sei U = {u1,...,upn} ein endliches Universum. Dann gilt @ Es gibt eine gerade Primzahl.
Vu e U: P(u) = P(ur) A--- A P(uy). Es gibt ein z € N, fiir das gilt: « ist gerade Primzahl
e SeiU ={1,3,5,7,8}. Dann gibt es ein x € U, fiir das gilt: x ist gerade.

Beispiel: Wz € {2,3,4,5} : gerade(z) Es gibt ein x € {1,3,5,7,8}, fiir das gilt: x ist gerade
= gerade(2) /\ gerade(3) /\ gerade(4) /\ gerade() Solche Existenzaussagen konnen stets in die Form
Es gibt ein x aus einem Universum U, fiir das gilt ... ...
gebracht werden.
o5/ w1
Existenzquantor hsrm* Beispiele hsrm*

Es gibt ein 2 aus einem Universum U, fiir das gilt: P(x)

wird mit neuer Syntax (dem Existenzquantor 3) ausgedriickt als

JzeR:2? =2 (w)
Jx € {2,4,5,9} : gerade(z) (w)
Jr € N: 22 =2 (f)
Jdz € {3,5,7,9} : gerade(z) (f)

Jx e U: P(x)

Jz € U : P(x) ist genau dann wahr,
wenn P(u) fiir mindestens ein v € U eine wahre Aussage ist.

Beachte: 3z € U : P(x) ist wieder eine Aussage (wenn es keine anderen Variablen als z gibt)!




Existenzquantor bei endlichem Universum hsrm* *Hochschule RheinMain

arsnova.hs-rm.de

Sei U = {uy,...,up} ein endliches Universum. Dann gilt Welche der folgenden Pradikatenlogischen Formeln sind 3403 0558
wahr?

JueU:Plu)=Pur) V-V Puy). - =
A) Vx € {1,2,3} ;2 >0
G € {2,3,4,5) : gerade(x) B) Vx € {1,2,3} : 2 >0Ax <3
gerade(2) V gerade(3) V gerade(4) V gerade(5) C) 3w ef{l,23}:x>0Az<3
D) 3z €{1,2,3}:x <1

Beispiel:

Syntax der pradikatenlogischen Formeln hsrm#* Beispiele hsrm#*

Zusammenfassend definieren wir: @ Wenn zwei Zahlen nicht gréBer oder kleiner zueinander sind, dann miissen sie

gleich sein:

Atomare Aussagen sind pradikatenlogische Formeln.
Wenn P n-stelliges Pradikat, dann ist P(z1,...,,) eine pradikatenlogische Formel.
Wenn F' und G pradikatenlogische Formeln und U ein Universum. dann sind

VeeN:VyeN: (m(z<y)A-(y<z)) =>zx=y

o Fiir jede natiirliche Zahl, gibt es eine groBere natiirliche Zahl, die Primzahl ist
(=F), (FAG), (FVQA), (FeG), (F—>Q),(F+G),YxeU :F,xe€U:F

VreN:Jy e N:x <yAy ist Primzahl

pradikatenlogische Formeln.

Bemerkung Auch 0O-stellige Pridikate sind erlaubt. Wenn nur solche vorkommen (und Wenn das Universum U klar ist, dann lassen wir es manchmal weg und schreiben

keine Quantoren), dann haben wir wieder eine aussagenlogische Formel Ve Fstatt Ve e U : F

Fiir den Wahrheitswert eine Formel betrachten wir nur geschlossene Formeln, d.h. (bzw. 3z : F statt 3z € U : F)
alle z sind unter einem Quantor 3x ... oder Vx ...




Negation von All- und Existenzaussagen hsrm#* Quantorregeln hsrm#*

o WVxeU:Plx)=3xeU:-P(x)

Es gilt
o ~dzx €U : Plz)=Vz e U:-P(z).

o VzeU:Plx)ANVzxeU:Q(x) =Nz elU: (Plx)AQ)))

3 : 3 : =(d :
Beispiele fiir das Schieben der Negation: e GreU:P@)VEcl: Q) =Crel: (Plo) v Q=)

@ Negation von , Alle Menschen sind schlau* ist:

,Es gibt (mindestens) einen nicht schlauen Menschen* Beispiele:
o Negation von ,Es gibt eine schwere Klausur" ist: o , Alle Autos haben ein Lenkrad und alle Autos haben mindestens drei Rader" ist
»Alle Klausuren sind nicht schwer". éix?live;lent Zl; b - Lenkrad und mind drei Rid
t t a S
o ~(JrEN:22=2) = VreN:a?#£2 ,,Ele][:os alcs)nemzlen]l:I un r5n|n esen; rel]Naer i, i
: \Y : = : \Y .
o ~(VzeR:22#2) = FxecR:22=2 ° (Fze z>10) v (Ew e 7 <9) (3w € v 7 <9)
am wm
Falsche Verschiebungen hsrm* Vertauschungsregeln hsrm*
Beachte: .
o Vo € U: (P(z) V Q(x)) ist nicht gleich zu (Vz € U : P(z)) V (Vz € U : Q())) Fiir Universen Uy, Uz und Formeln F' gelten die folgenden Aquivalenzen:
e Jz e U: (P(xz) AQ(x)) ist nicht gleich zu (3z € U : P(z)) A 3z € U : Q(x))) ovVeelU:Vyelp: F=Vyelz: Vo eli: I
o dxelU,:yelUy: F=3yelUs:dx el : F
Beispiele:
o , Fiir alle Primzahlen p gilt: p ist ungerade oder p = 2" ist wahr, aber Beispie: Vx e R:Vy e Rz >yVer<y = VyeR:VzeR:z>yVae<y
. (Alle Primzahlen sind ungerade) oder (Alle Primzahlen sind gleich zu 2)*
ist falsch. Gilt nicht fiir unterschiedliche Quantoren:
o ,Es gibt ein Auto mit drei Ridern und es gibt ein Auto mit vier Radern” o Vz € N:3Jy € N:a? =y ist wahr, aber 3y € N: Vo € N : 2% = y ist falsch

ist nicht gleich zu o , Es gibt einen Studierenden, der alle Aufgaben in der Klausur lésen kann.*
, Es gibt ein Auto mit drei und mit vier Radern*. ist nicht dquivalent zu

»Jede Aufgabe der Klausur kann durch irgendeinen Studierenden geldst werden."




Schlussbemerkung hsrm*

In vielen sprachlichen und mathematischen Sitzen wird oft implizit allquantifiziert
wird, ohne dass der Quantor genannt wird.

Beispiel:

, Die erste binomische Formel lautet:
Fiir reellwertige a, b gilt (a + b)? = a® + b% + 2ab"

Implizit ist gemeint, dass diese Gleichung fiir alle a,b € R gilt.
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